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Introduction

L’image est vue comme un graphe G = (V ,E ), n = |V |, m = |E |.

Image 3⇥ 3! Graphe pondéré 3⇥ 3

Marqueurs

3 4

1 3 4
1 3

4 2 2

3 2

Les arêtes sont pondérées par une mesure de dissimilarité c-à-dire
inversement proportionnelle au gradient de l’image.

Notations :
vi vj

eij poids de l’arête eij = wij
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Hypothèses de régularité

Formulation variationnelle pour résoudre nos problèmes :

data f

! min
x2Rn

X

xi2V

R(rx)| {z }
Régularisation

+ D(xi , fi )| {z }
Fidélité aux données

!

solution x

La solution x peut être un étiquettage :
partitionnant une image en differente régions
correspondant à une carte de profondeur pour la
reconstruction 3D
restaurant les intensités d’une image f [Modèle ROF, 1992]

Camille Couprie Optimisation variationnelle discrète 4 / 24



I - Méthodes primales duales
II - LPE Puissance, un cadre unificateur

III - Conclusion

Hypothèses de régularité

Formulation variationnelle pour résoudre nos problèmes :

data f

! min
x2Rn

X

xi2V

R(rx)| {z }
Régularisation

+ D(xi , fi )| {z }
Fidélité aux données

!

solution x

La solution x peut être un étiquettage :

partitionnant une image en differente régions
correspondant à une carte de profondeur pour la
reconstruction 3D
restaurant les intensités d’une image f [Modèle ROF, 1992]

Camille Couprie Optimisation variationnelle discrète 4 / 24



I - Méthodes primales duales
II - LPE Puissance, un cadre unificateur

III - Conclusion

Hypothèses de régularité

Formulation variationnelle pour résoudre nos problèmes :

data f

! min
x2Rn

X

xi2V

R(rx)| {z }
Régularisation

+ D(xi , fi )| {z }
Fidélité aux données

!

solution x

La solution x peut être un étiquettage :
partitionnant une image en differente régions

correspondant à une carte de profondeur pour la
reconstruction 3D
restaurant les intensités d’une image f [Modèle ROF, 1992]

Camille Couprie Optimisation variationnelle discrète 4 / 24



I - Méthodes primales duales
II - LPE Puissance, un cadre unificateur

III - Conclusion

Hypothèses de régularité

Formulation variationnelle pour résoudre nos problèmes :

data f

! min
x2Rn

X

xi2V

R(rx)| {z }
Régularisation

+ D(xi , fi )| {z }
Fidélité aux données

!

solution x

La solution x peut être un étiquettage :
partitionnant une image en differente régions
correspondant à une carte de profondeur pour la
reconstruction 3D

restaurant les intensités d’une image f [Modèle ROF, 1992]

Camille Couprie Optimisation variationnelle discrète 4 / 24



I - Méthodes primales duales
II - LPE Puissance, un cadre unificateur

III - Conclusion

Hypothèses de régularité

Formulation variationnelle pour résoudre nos problèmes :

data f

! min
x2Rn

X

xi2V

R(rx)| {z }
Régularisation

+ D(xi , fi )| {z }
Fidélité aux données

!

solution x

La solution x peut être un étiquettage :
partitionnant une image en differente régions
correspondant à une carte de profondeur pour la
reconstruction 3D
restaurant les intensités d’une image f [Modèle ROF, 1992]

Camille Couprie Optimisation variationnelle discrète 4 / 24



I - Méthodes primales duales
II - LPE Puissance, un cadre unificateur

III - Conclusion

Genericité des approches dans les graphes

Segmentation avec marqueurs

!
?

Classification

!
?

Restauration d’images

!
?

Filtrage de maillages 3D

!
?
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1) Segmentation d’images par maximisation de flot
2) Restauration d’images par flot contraint

Surfaces minimales
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1) Segmentation d’images par maximisation de flot
2) Restauration d’images par flot contraint

Outil classique de segmentation : Coupes minimales

Ford et Fulkerson 1960,
Boykov-Joly 1998
Dualité avec Flot maximum

min
x2Rn

x(F )=1
x(B)=0

X

eij2E

wij |xi�xj | = max
F2Rm

div(F )=0
|F |w

FSource! Puits

Expérience de segmentation

!
l’aire du volume obtenu n’est
pas minimale

S

T

1
1

2 2

3 4

1 3 4
1 3

4 2 2

3 2

1

1
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1) Segmentation d’images par maximisation de flot
2) Restauration d’images par flot contraint

Effets de blocs

Dans le continu : coupes (surfaces en
3D) minimales sont le problème dual
du flot max continu [Strang 1983]

Tendance récente : employer un flot
max spatialement continu flot
maximum pour produire des solutions
sans ce bias.

[Appleton-Talbot 2006, generalisé
par Unger-Pock-Bishof 2008]
L’algorithme le plus rapide de flot
maximum n’a ni critère d’arrêt, ni
preuve de convergence.

Flot max (Coupes minimales)

Flot max continu
[Appleton-Talbot 2006]
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1) Segmentation d’images par maximisation de flot
2) Restauration d’images par flot contraint

Flot maximum continu combinatoire (CCMF)

min
x2Rn

X

eij2E

R(xi , xj ) +
X

eij2E

D(xi , xj ) = max
F2Rm,div(F )=0
kFk2w

FSource! Puits

“Coupes minimales” Méthode proposée ! surfaces minimales

!

Notre contribution : nouvelle formulation isotrope discrète
[SIAM Journal on Imaging Sciences, 2011]

évite les artefacts d’effets de blocs

algo primal-dual une converge démontrée, est rapide

est général, fonctionne dans des graphes arbitraires
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1) Segmentation d’images par maximisation de flot
2) Restauration d’images par flot contraint

Comparaison avec les coupes minimales

Résultat Coupes Minimales Résultat CCMF

CM CCMF CM CCMF CM CCMF
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1) Segmentation d’images par maximisation de flot
2) Restauration d’images par flot contraint

Segmentation d’images 3D

Segmentation du foie
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1) Segmentation d’images par maximisation de flot
2) Restauration d’images par flot contraint

Extension à la résolution de problèmes multi-label

Restauration de données [Couprie-Talbot-Pesquet-Najman-Grady, ICASSP 2011]

Formulation combinatoire contrainte du problème de minimisation
de la variation totale (restauration d’images).

Exploitation de problèmes duaux.

Optimisation par méthodes proximales parallèles.

Débruitage et défloutage d’images

Image Bruitée, floue DCTV
originale SNR=24.3dB SNR=27.7dB
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2) Restauration d’images par flot contraint

Extension à la résolution de problèmes multi-label

Restauration de données [Couprie-Talbot-Pesquet-Najman-Grady, ICASSP 2011]

Formulation combinatoire contrainte du problème de minimisation
de la variation totale (restauration d’images).

Exploitation de problèmes duaux.

Optimisation par méthodes proximales parallèles.

Fusion d’images

Image Bruitée floue DCTV
originale SNR=17.3dB SNR=23.9dB SNR=26.5dB
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1) Segmentation d’images par maximisation de flot
2) Restauration d’images par flot contraint
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Filtrage de maillages

Maillage original Maillage buité régularisation DCTV
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1) Segmentation d’images par maximisation de flot
2) Restauration d’images par flot contraint

Extension à la résolution de problèmes multi-label

Restauration de données [Couprie-Talbot-Pesquet-Najman-Grady, ICASSP 2011]

Formulation combinatoire contrainte du problème de minimisation
de la variation totale (restauration d’images).

Exploitation de problèmes duaux.

Optimisation par méthodes proximales parallèles.

Débruitage d’images à l’aide de patches

Graphe non local Image originale Image bruitée DCTV non locale
Figure de PSNR=28.1dB PSNR=35 dB

P. Coupé et al.
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1) Présentation du cadre
2) Applications en vision par ordinateur

Que possèdent ces problèmes en commun ?

Coupes minimales Plus courts chemins

Marcheur aléatoire Ligne de partage des eaux
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1) Présentation du cadre
2) Applications en vision par ordinateur

Liens établis précédement

limq!1 argmin
x

X

eij2E

wij
q|xi � xj |q

| {z }
Terme de régularisation

+
X

vi2V

wi
q|xi � li |q

| {z }
Data term

l

x
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limq!1 argmin
x

X

eij2E

wij
q|xi � xj |q

| {z }
Terme de régularisation

+
X

vi2V

wi
q|xi � li |q

| {z }
Data term

l

x

q = 1 : Coupes minimales [Boykov-Joly 2001]
(seulement pour 2 labels l)
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1) Présentation du cadre
2) Applications en vision par ordinateur

Liens établis précédement

limq!1 argmin
x

X

eij2E

wij
2|xi � xj |2

| {z }
Terme de régularisation

+
X

vi2V

wi
2|xi � li |2

| {z }
Data term

l

x

q = 2 : Marcheur aléatoire [Grady 2006]
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q !1 : Plus courts chemins [Sinop-Grady 2007]
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1) Présentation du cadre
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limp!1 argmin
x

X

eij2E

wij
p|xi � xj |q

| {z }
Terme de régularisation

+
X

vi2V

wi
p|xi � li |q

| {z }
Data term

l

x

p !1 : Forêt Couvrante de Poids Max
(Ligne de partage des eaux) [Allène et al. 2007]
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1) Présentation du cadre
2) Applications en vision par ordinateur

Ligne de partage des eaux et forêts couvrantes
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1) Présentation du cadre
2) Applications en vision par ordinateur

LPE Puissance

Cadre unificateur de problèmes de segmentation

x

⇤
p,q = argmin

x

X

eij2E

wij
p|xi � xj |q

| {z }
Régularisation

+
X

vi2V

wi
p|xi � li |q

| {z }
Fidélité au données

q/p fini 1

1 Coupes minimales
Forêt couvrante de poids max
(Ligne de Partage des Eaux)

2 Marcheur aléatoire

1 Plus courts chemins
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1) Présentation du cadre
2) Applications en vision par ordinateur

LPE Puissance

Cadre unificateur de problèmes de segmentation

x

⇤
p,q = argmin

x

X

eij2E

wij
p|xi � xj |q

| {z }
Régularisation

+
X

vi2V

wi
p|xi � li |q

| {z }
Fidélité au données

q/p fini 1

1 Coupes minimales
Forêt couvrante de poids max
(Ligne de Partage des Eaux)

2 Marcheur aléatoire x̄ = limp!1 x⇤p,q
LPE Puissance

1 Voronoi norme `1 Plus courts chemins
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1) Présentation du cadre
2) Applications en vision par ordinateur

Convergence du marcheur aléatoire quand p !1 vers
une coupe par Ligne de Partage des Eaux

Marqueurs
x

⇤
01 = argmin

x

X

eij2E

wij
01|xi � xj |2

| {z }
régularisation

+ D(x)| {z }
Fidélité

aux données

solution x

⇤
01 coupe : seuil de x

⇤
01
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Marqueurs
x

⇤
02 = argmin

x

X

eij2E

wij
02|xi � xj |2

| {z }
régularisation

+ D(x)| {z }
Fidélité

aux données

solution x

⇤
02 coupe : seuil de x

⇤
02
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aux données

solution x

⇤
06 coupe : seuil de x

⇤
06
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Marqueurs
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x

X
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Marqueurs

xp
⇤ = argmin

x

X

eij2E

wij
p|xi � xj |q

| {z }
régularisation

+ D(x)| {z }
Fidélité

aux données

x̄ = limp!1 x⇤p coupe : seuil de x̄

Théorèmes
Quand p !1,

la coupe obtenue est une
coupe par forêt couvrante
de poids max.

quand q > 1, la solution x̄

est unique.
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1) Présentation du cadre
2) Applications en vision par ordinateur

Algorithme pour le cas p !1, quelque soit q > 1

Calcul de l’étiquetage de graphe limite x quand p !1
minimisant

P
eij2E wij

p|xi � xj |q sujet à des contraintes
(marqueurs)

Construire une forêt couvrante de poids max hors des
plateaux, et optimiser

x

⇤ = argmin
x

X

eij2plateau
|xi � xj |q

sur les plateaux.
Nous appelons cet algorithme “LPE Puissance”.
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1) Présentation du cadre
2) Applications en vision par ordinateur

Comparaison des résultats

Marqueurs Coupes min

March. aléatoire Courts chemins

LPE LPE Puissance q = 2

Marqueurs Coupes min

March. aléatoire Courts chemins

LPE LPE Puissance q = 2
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1) Présentation du cadre
2) Applications en vision par ordinateur

Contributions scientifiques

Applications de la LPE Puissance

LPE Puissance : outil
d’optimisation très efficace

segmentation avec
marqueurs
filtrage – optimisation
non-convexe
reconstruction 3D (à partir
d’images)
reconstruction de surfaces
(de nuages de points)
segmentation sémantique
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d’optimisation très efficace

segmentation avec
marqueurs
filtrage – optimisation
non-convexe
reconstruction 3D (à partir
d’images)
reconstruction de surfaces
(de nuages de points)
segmentation sémantique

image vérité terrain

légende résultat

mur table
plafond sol
arriere plan
étagère
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1) Présentation du cadre
2) Applications en vision par ordinateur

Comparaisons pour la reconstruction de surfaces

Variation totale Coupes minimales LPE Puissance
Taille requise des marqueurs Taille requise des marqueurs Taille requise des marqueurs

estimation des
normales

à la surface requises
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Conclusion

Reformulation du problème classique des flots max

Effets de blocs des flots max classiques

Absents avec CCMF

Problèmes de convergence de AT-CMF

Convergence guarantie

Filtrage par coupes minimales coûteux

CCMF étendu aux
problèmes multi-labels : cadre de filtrage flexible dans les graphes

La LPE Puissance répond à plusieurs problèmes des méthodes classiques

Solution non unique

Solution unique

Effets de fuites

Réduction des fuites

Random Walker, Graph cuts : complexité super-linéaire

Expérimentalement linéaire.

Plus important : la capacité de minimiser des énergies multi-labels
ouvre la voie à de nombreuses applications
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Questions

Code source pour la segmentation d’image disponible à:
http ://sourceforge.net/projects/powerwatershed/
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