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Interprétation des multiplicatifs
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Quelle topologie pour avoir la réflexivité ?

Soient E et F deux espaces de Lefschetz.

Letl
L'espace a une dimension k.

Fleche linéaire : E — F
L'espace des fonctions linéaires continues de E dans F.
Orthogonal : E' = E — |

Le dual topologique de E est I'espace des formes linéaires
continues sur E.

Réflexivité : E ~ (E — 1) — L
On dit que E est réflexif lorsque I'évaluation est un
homéomorphisme linéaire.

eve: E — E”

x = ev(x): X — (X, x).
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Le cas finitaire
Soient A= (|A|,F (A)) et B = (|B]|,F (B)) deux espaces de finitude.

Tout espace de finitude est réflexif.
L'espace E4i1 est linéairement homéomorphe a E4.
Quelle topologie sur I'espace des fonctions ?
e Finitaires : Yu € F(A), K(u) ={x € Ea; |x|] C u}.
o Ouverts : v/ € F(B)", V(V)={x € Eg ; |x| C u}.

L'espace de Lefschetz engendré par A — B est linéairement
homéomorphe a I'espace E4 — Eg muni de la topologie de la
convergence uniforme sur les sous-espaces K de support finitaire
engendrée par

W(K,V)={f € E —F; f(K)C V}

avec K de support finitaire et V ouvert linéaire.



Quelles propriétés pour la réflexivité ?
Soit E un espace de Lefschetz

Linéairement compacts

Adaptation au cas linéarisé de la propriété des segments emboités.

Linéairement bornés

Un sous-espace B est dit linéairement borné lorsque son
intersection avec un ouvert linéaire U de E est de codimension
finie dans B, c'est-a-dire B/(B N U) est de dimension finie.

Linéairement équicontinus

Un sous-espace @ de son dual topologique est dit linéairement
équicontinu lorsque toutes les formes linéaires continues de @ ont
le méme module de continuité, autrement dit il existe un ouvert
linéaire U tel que Q@ C anng/(U).

Dans les espaces de finitude, les espaces de supports finitaires sont
linéairement bornés, linéairement compacts et linéairement équicontinus.



Role de ces propriétés dans la réflexivité.

Soit E un espace de Lefschetz.
L'évaluation est linéaire et injective
eve: E — (E')*
x = ev(x):x — (X, x).
Si le dual est muni de la topologie de la convergence uniforme sur
Linéairement compacts : —¢E

alors I'évaluation ev : E — —g—¢E est surjective;

Linéairement bornés : = E

alors I'évaluation ev : E — -y E est ouverte;
Linéairement équicontinus : —qE’

alors I'évaluation ev : E — —qE’ est continue;



Le role de la complétude
Soit E un espace de Lefschetz.
Définition
Un espace de Lefschetz est dit complet lorsque tout réseau de
Cauchy est convergent.

Dans un espace complet

les linéairement compacts sont les linéairement bornés fermés.

Complétion [Ko6t79]
Muni de la topologie uniforme sur les équicontinus, (E')* est

complet. L'évaluation ev : E — —qE’ plonge E dans un espace
complet. Le complété de E est la fermeture ev(E) :

E={y"cE";VYVeV IxckE,
vx' € anng (V), (y*,x') = (eve, x) } .



Résumé sur les espaces de finitude
Soit (|A|, F (A)) un espace de finitude.

e complets

e ouvert linéaire ssi coengendré par un support antifinitaire
V(V)={x€ Eg; |x| Cu}avecV € J’:(B)L.

e linéairement borné ssi support finitaire
K(u)={x € Ea; |x| C u} avec u € F(A).

e dualité linéairement bornés vs ouverts linéaires linéaires
Ea E) ~ Ep
partie finitaire ueF(A) u' € F(A)
linéairement borné K (u)4 et “V(u)ar  V(u')5 et K(u')4e

ouvert linéaire V(U)get "K(u)gr  V(u)ae et K(u)s
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Espaces linéairement bornologiques

Dualité bornivores versus bornés.

E E’
linéairement borné Bet V' B'etV*

linéairement bornivore V et B’ V' et B+

Théoreme
Soit E un espace de Lefschetz complet. E est réflexif si et
seulement si il est linéairement bornologique.
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Espaces linéairement bornologiques

Définition

Un sous-espace B est dit linéairement borné lorsque B/(B N U)
est de dimension finie.

Définition

Soit E un espace de Lefschetz. Un sous-espace U de E est dit
linéairement bornivore lorsque pour tout linéairement borné B, le
quotient B/(B N U) est de dimension finie.

Définition

Un espace de Lefschetz linéairement bornologique est un espace
dans lequel tous les linéairement bornivores fermés sont ouverts.
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Interprétation des exponentielles

A= B
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Retour sur la sémantique quantitative

On va interpréter la fleche intuitionniste dans les espaces de
Lefschetz issus des espaces de finitude grace a la formule

£(x) = Palx)

neN

ol pour tout n € N, P, est un polyndme homogene de degré n.
Soient E et F deux espaces de Lefschetz complets et réflexifs.

Definition

Une fonction P, : E — F est un polyndme homogéne de degré
n lorsqu'il existe une fonction n-linéaire hypocontinue

h: xX1<i<nE — F telle que

Vx € E, Po(x) = h(x,...,x).
——

n
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Polynomes et séries formelles
Soient E et F deux espaces réflexifs et complets.
Poli(E ; F)
espace des polyndmes homogenes de degré n muni de la topologie

de la convergence uniforme sur les linéairement compacts. C'est un
espace de Lefschetz complet.

Polx(E ; F)
espace des combinaisons linéaire (finies) de polyndmes homogenes,

muni de la topologie de la convergence uniforme sur les
linéairement compacts n'est pas complet.

Sery(E ; F)

espace des séries formelles de E dans F muni de la topologie de la
convergence uniforme sur les linéairement compacts.

Théoreme [Ehr07]
Soient A et B deux espaces de finitude. Ea—.g ~ Sery(Ea ; Eg).
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Dérivation
On suppose le corps k infini. Soient E et F complets et réflexifs.

Dérivée de Gateaux.
C'est la dérivée directionnelle qui est linéaire en u

DF(x) = Aur- tl'ﬂ}) f(x+ tL;) — f(x).

Dérivation des polynémes.

Soit P, € Poli.(E ; F). Il existe une forme n-linéaire symétrique
h:Ex...x E— F telle que Pp(x) = h(x,...,x).

d: Poll(E; F) — Poll Y(E; LAE; F))

P, — xw— Aunh(x... x, u).
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[tération de la dérivée
On suppose le corps k infini. Soient E et F complets et réflexifs.
P, € Poli(E ; F).

Il existe une forme n-linéaire symétrique h: E x ... x E — F telle
que Pn(x) = h(x,...,x).

0P, = x> Aunh(x,...,x, u)
0?P, = x— Aupup.n(n—1)h(x,...,x,u1, )

0"P, = x— Aup...A\up- n!h(ula-"vu")

On en déduit que

B [ Osik#n
9 P,,(O)—{ Aui ... Aup-nth(ug,... up) sik=n
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Séries formelles, dérivée et distributions.

On suppose le corps k infini. Soient E et F complets et réflexifs.

Dérivée des séries formelles
Toute série formelle f € Sery(E ; F) est infiniment dérivable. De
plus pour n, 9"f(0) est une fonction n-linéaire telle que

n

O™ (0)(5, . i X) = nlEnf(x).

ou &, extrait le polyndme homogene de degré n de f(x).

Le cas des espaces de finitude [Ehr05, Ehr07]

Soit A un espace de finitude.

2(A1) ~ Sery(Ea) IA ~ —Sery (Ea)

Distribution —=Sery(E)

C'est une forme linéaire continue sur I'espace des fonctions lisses.
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Distributions.

On suppose k infini. Soit E un espace de Lefschetz complet et réflexif.
Soit x € E. La masse de Dirac est la distribution définie par

Ox 1 Serx(E) — k
f - f(x).
Pour tout n € IN la n-ieme extraction est la distribution définie par
x": Serx(E) — k
f — Epf(x).
Séries
Pour tout x € E, la série de terme général (x"),en converge vers
dx dans I'espace —Sery(E).

Vf € Seri(E), (0x,£) = D (x",1).

neN

17 /19



Formule de Taylor

On suppose k infini. Soit E un espace de Lefschetz complet et réflexif.

Théoreme
Toute série formelle f € Sery(E) vérifie la formule de Taylor

[e.9]

Vx € E, f(x) =) %O”f(o)(x, X)),
n=0

Non-déterminisme controlé.
Soit f € E = 1. Pour tout B linéairement borné de E, il existe un
polynéme P tel que

Vx € B, f(x) = P(x).

Il existe une borne sur le nombre d'appels a un argument dans le

borné, c'est le degré maximal des polynémes apparaissant dans P.
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