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1 Sémantique quantitative

La sémantique quantitative [Gir88] a été introduite afin de rendre compte de propriétés
non-déterministes (ou probabilistes) de langages de programmation.

1.1 Idées

A chaque type, on associe I’ensemble des valeurs que peuvent prendre les données de
ce type. A partir d’une entrée, un programme non-déterministe peut renvoyer différents
résultats. On collecte tous ces résultats en une donnée représentée formellement par une
combinaison linéaire (possiblement infinie) de valeurs. Un programme va prendre en en-
trée une combinaison linéaire de valeurs initiales et pour chaque valeur initiale renvoyer
une combinaison linéaire de valeurs résultantes.

Plus précisément,

* A chaque type A, on associe une trame |A|.

* Chaque donnée est une combinaison linéaire Zae‘ 4] Ta€a (possiblement infinie)
d’éléments a de la trame. Pour chaque a € |A|, z, représente le nombre de fois
qu’apparait la valeurs a dans la donnée.

* Un programme f est représenté par une fonction assez réguliere, c’est-a-dire calcu-
lable par approximation finie (connaissant (), ., Za€s) pour toute partie finie u de
|A[, on veut étre capable d’en déduire £(3_,¢| 4 Za €a))-

Quel formalisme ? Historiquement, la sémantique quantitative est réalisée dans la caté-
gorie des ensembles [Joy86, Has02, FGHWO08]. Le but de cet exposé est d’explorer la séman-
tique quantitative dans les espaces vectoriels topologiques. Dans ce contexte, les combinai-
sons linéaires de valeurs seront des séries convergentes et la régularité des programmes cor-
respondra & leur continuité. Citons d’autres études similaires [BS96, Gir96, Ehr02, Ehr05].

Anneau ou corps? L’interprétation non-déterministe suggere de prendre un anneau
pour les scalaires, par exemple les entiers. On considere plutot un corps car cela simplifie
les raisonnements.

1.2 Formule de la sémantique quantitative

Un programme linéaire P; : A — B est un programme qui consulte une seule fois son
argument. I1 demande a son contexte de lui donner I'une des valeurs de Zae| A Ta €a, PAr
exemple e,, et il renvoie Pj(e,) qui est une combinaison linéaire des différents résultats



possibles dans B. On en déduit que si le contexte fournit z, fois la valeur a, le programme
produira z, fois Pj(e,). Sur une entrée non-déterministe ZuelAl Ta€q, ON a donc

Py Z To€q | = Z 2o P1(eq)-

aclA| a€clA|

Plus généralement, un programme n-linéaire P, consulte n fois son argument. A chaque
fois que le programme demande & son environnement quel est son argument, l’environne-
ment lui donne un e,, possiblement différent et le programme renvoie P, (eq,,...,e€q, ).
Ainsi, sur une entrée non-déterministe, le résultat sera

P, E Taeq | = E Tay - Ta, Pn(€ayy--y€a,) -

a€|A| ai,...,an€|A|

La formule de la sémantique quantitative permet de représenter un programme
selon les différents scénarios d’évaluation : pour toute donnée x, si le programme f termine,
on sait qu’il va faire un nombre fini n, d’appels a . On note P, la routine qui est utilisée
pour calculer le résultat, ¢’est un programme n-linéaire tel que P, (x) = f(x). On regroupe
les routines selon le nombre d’appels

P,:xz — P, (zx)sin,=n

— 0 sinon.

La sémantique quantitative représente un programme comme la superposition des différents

scénarios possibles :
f(z) = Pu(x).
neN

Dans cet exposé, nous allons donner un sens a cette formule dans les espaces de finitude
et les espaces de Lefschetz (qui sont des espaces vectoriels topologiques). Le but est de la
relier avec la formule de Taylor grace a un opérateur différentiel.

2 Espaces de finitude

Les espaces de finitude permettent de contréler le non-déterminisme. L’idée est de ne
représenter que les programmes qui interagissent de facon finie. En particulier, les espaces
de finitude ne représentent pas les points fixes.

Plus précisément, soient deux programmes P : A = B et Q : B = C et une donnée x
de type A. On a

P(z)= Y Py(z)ep

be| B

on veut trouver une sémantique qui capture la propriété suivante :«le nombre de valeurs
de |B] prises en compte pour calculer Q(P(z)) est fini». Autrement dit, il existe J C |B]|

fini tel que
Q(P(x) = Q (Z Py(x) eb) .

beJ

On va commencer par implémenter cette idée au niveau relationnel. Puis on va la
transposer au niveau des espaces vectoriels topologiques.



2.1 Du modéle relationnel. . .

2.1 Du modéle relationnel. ..

On considére le modele relationnel de la logique linéaire. Dans le modéle relationnel,
toute formule A est représentée par un ensemble |A|, sa trame ; toute preuve 7 : A par une
partie [r] de la trame. Lorsque I'on observe la sémantique, on s’apergoit que l'interaction
entre deux preuves est finie.

Rappel: Soient A, T' et A des formules de LL. La coupure entre une prewve w = I', A et une
prewve ™ F AL, A est interprétée par

[v: #'] = {(r.8) € [Tl x |A] ; Jac|A|, (v.a) €[] (@) € []}.

Théoréme 1. [Ehr05] Soient A, T et A des formules de LL. Une preuve m =T, A et une
prewve ™ = AL, A nont qu’un nombre fini d’interactions possibles d travers [A], i.e. pour
tous v € T et & € A, il nexiste qu'un nombre fini de a € [A] tels que (y,a) € [n] et
(a,0) € [7'].

Ainsi, via Curry-Howard, le nombre de données sur lesquelles deux programmes inter-
agissent est borné.

Remarquons que 'on peut certainement prouver ce théoreme directement mais que
I'induction sur les preuves est délicate car il y a beaucoup de cas & traiter. La démonstration
la plus directe passe par la sémantique des espaces de finitude.

Pour traduire cette propriété finitaire dans la sémantique, on utilise la construction
usuelle par bi-orthogonalité [Gir06, HS03] :

Vu, v ClA], u L v <= wunu fini

L’orthogonal d'une famille F de parties de |A| est - = {u/ € |A] ; Yu € F, u N’ fini}.
On adjoint a la trame du modele relationnel une structure finitaire F (A), c’est-a-dire

un ensemble de parties dites finitaires, clos par bi-orthogonalité : F (A)™ = F (A).
Prenons des exemples pour comprendre la structure finitaire.

Exemple 1. Les booléens sont formés de deux éléments incomparables «vrai», noté T et
«fauxy, noté F. Ils sont interprétés par

Bl = {T,F},
F(B) = P ({T.F}).

S’il n’existe qu'une seule structure finitaire sur une trame finie, on peut munir un
ensemble dénombrable de beaucoup de structures finitaires différentes.

Exemple 2. Les espaces de finitude définis dans cet exemple ont tous pour trame l'en-
semble des entiers naturels IN.
* On note Nat l'espace de finitude dont la trame est I’ensemble des entiers naturels
N et dont la structure finitaire est ’ensemble des parties finies de N | noté Pg, (N).
La structure de finitude de son orthogonal Natt est Pensemble de toutes les parties
P (N).
* On note 2Nat l'espace de finitude dont la trame est N et la structure finitaire est
Porthogonal de P (2N). Ainsi, une partie est finitaire si et seulement si elle ne contient
qu’un nombre fini de nombres pairs.

Dans le modele des espaces de finitude, une formule est interprétée par la trame |A|
et une structure finitaire F (A); une preuve 7 : A est interprétée par une partie finitaire
[x] € F (A).



2.2 ... aux espaces vectoriels topologiques

Proposition 1. [Ehr05] Les espaces de finitude forment un modeéle de la logique linéaire.
De plus, Uinterprétation d’une preuve est la méme dans le modéle relationnel et dans le
modeéle des espaces de finitude.

Le théoreme 1 est un corollaire de cette proposition. La sémantique finitaire permet
donc de montrer que [lnteraction de la sémantique relationnelle des preuves en logique
linéaire est non-déterministe mais controlée.

2.2 ... aux espaces vectoriels topologiques

On reprend les idées de la sémantique quantitative.

Définition des espaces de finitude. Soit k un corps discret.
* un type est défini par une trame |A| et une structure finitaire F (A);
* une donnée est une combinaison linéaire finitaire de valeurs a € |A] :

T = § TaCal

a€lA|

elle est définie par une famille (24)qc)a| € k4l de scalaires dont le support est
finitaire, i.e. |z| € F (A) avec

def
lz] = {a € |A] ; za # 0};

ainsi, le type A est interprété par
Ea={zekAl; |s] € F (A}

c’est un espace topologique ;

* un programme de type A = B est une fonction linéaire continue de E)4 dans Ep.
Rappel: Une base topologique d’un espace vectoriel topologique est une famille de vecteurs telle
que tout vecteur se décompose de facon unique en une combinaison linéaire convergente de vecteurs
de la base.

Les notions de support et de base permettent de faire le lien entre le niveau relationnel et
le niveau vectoriel. Soit A une formule de la logique linéaire. L’interprétation relationnelle
|A| forme une base (topologique) de linterprétation vectorielle k!4l et de E4. Ainsi, I'in-
terprétation vectorielle d’une preuve est une combinaison linéaire infinie (convergente) des
éléments de son interprétation relationnelle. Dans I'autre sens, I'interprétation relationnelle
d’une preuve est le support de son interprétation vectorielle.

Interaction dans les espaces vectoriels. Soit A une formule. On note |4| la trame
associée. Une preuve 7 de - T, A est représentée par une fonction linéaire de k'l dans kl4l.
Cette fonction linéaire peut-étre considérée comme une matrice. Pour tout v € |A|, on note
[7], = > e [7], 4 €a laligne d’indice 7.. Une preuve de b AL, A est interprétée par une
fonction linéaire [7'] de k4! dans k!4l. Cette fonction linéaire peut-étre considérée comme
une matrice. Pour tout § € A, on note [r']5 = >_,c 4 [7'], s €a la colonne d’indice 6. La
composition des fonctions linéaires correspond & la multiplication matricielle. On en déduit
I'interprétation de la coupure :

VyeTl,6 €A, [r; 7T/]]%5 = Z [7], .. [w’ﬂaﬁ.
a€lA|



On doit donner un sens a cette somme de scalaires. On va dire que I'interprétation de la
coupure est bien définie lorsque la famille (24)q¢|4| est sommable.

Rappel: Un réseau (1) er est une famille indexée par un ensemble filtrant (Yo, € T',3y €
L,y >a,pB)

Un réseau converge vers une limite | lorsque pour tout voisinage V de l, il existe (8 tel que
y>pB=r, V.

Une famille (xa)ac|a) est dite sommable lorsque le réseau des sommes partielles
(e Ta)sCulal converge.

Si le corps est R ou C, on va retrouver les espaces de Kéthe [Ehr02]. Lorsque le corps
est discret!, la famille est sommable si et seulement si son support est fini, on définit ainsi
les espaces de finitude :

s wls= Y Irl,[7],s finie < |x],|n[~'],] fini
a€|A|
Proposition 2. [Ehr05] Les espaces de finitude vectoriels forment un modéle de la logique
linéaire.
Ce n’est pas un simple corollaire du cas relationnel. En effet, il n’y a pas d’équivalence
de catégorie entre les espaces de finitude relationnels et les espaces de finitude vectoriels.

Toutes les constructions de la logique linéaire dans les espaces de finitude peuvent étre
décrites d’un point de vue relationnel (voir 'article [Ehr05]) mais aussi comme des construc-
tions dans les espaces munis d’une topologie linéairisée, nommés espaces de Lefschetz.

3 Espaces de Lefschetz

3.1 Topologie linéarisée

Rappel: Soit E un espace vectoriel topologique. Une base de filtres sur E est une famille dirigée
pour lordre inverse de linclusion (si F' et G sont dans la famille, F NG contient un élément de
la famille) et qui ne contient pas l’ensemble vide. Une base de filtres engendre un filtre par cléture
par sur-espace.

Définition 1. [Lef42] Un k-espace vectoriel topologique E est appelé espace de Lef-
schetz lorsqu’il existe une base de filtres V vérifiant les propriétés

(TL1) tout élément V de V est un sous-espace vectoriel de F,
(TL2) NV = {0},
et telle qu'une partie U de E soit ouverte si et seulement si

VeeU FVeV;z+V CU.
La base de filtres V est appelée systéme fondamental linéaire de 'espace de Lefschetz
E. Un ouvert linéaire est un sous-espace vectoriel ouvert de E.
3.2 Les espaces de finitude

Soit (|A|,F (A)) un espace de finitude. Pour toute partie anti-finitaire v’ € F (4)*, le
sous-espace de E4 co-engendré par u’ est noté

V@W)={z€Es; |z|nu =0}

1Un espace est discret lorsque toute partie est ouverte.



3.3 Propriétés

Proposition 3. [Ehr05] Soit A = (|A|,F (A)) un espace de finitude relationnel. Muni de
la topologie engendrée par le systéme fondamental linéaire V (u') pour v’ € F (A)J‘, E4 est
un espace de Lefschetz.

Exemple 3. L’espace de Lefschetz engendré par ’espace de finitude relationnel 5 dont la
trame est {T,F} est I'espace k? muni de la topologie discrete.

Exemple 4. L’espace de finitude relationnel Nat a pour trame IN, pour structure finitaire
les parties finies de IN et pour structure anti-finitaire toutes les parties de IN. L’espace de
Lefschetz engendré par Nat est espace des suites finies

Enar = {z € KN ; |z € Pan (N)} = kN,

Comme N est une partie anti-finitaire, V (N) = {z € k™ ; || NN = @} = {0} est un
ouvert linéaire. On en déduit que Far; est muni de la topologie discrete.
L’espace de Lefschetz engendré par Natt est I’'espace de toutes les suites

Epnyr ={z e XN |2 e P(N)} = KN,

Les parties anti-finitaires de N at™ sont les parties finies de IN. Ainsi, la topologie de E\,;+
est engendrée par les ouverts linéaires

V()={zek™; [z|nu =0} ={z ek ; Vaeu, z, =0},

ol v’ est une partie finie de IN.
Ainsi, un réseau (sy)yer de Ej,1 converge vers [ si et seulement pour toute partie
finie v'IN, il existe 3 tel que
Vy =B, sy —leV (W)
autrement dit,
Vy > B, Vn e, syp =1,
Donc un réseau est convergent si et seulement si chacune de ses composantes est station-

naire.

Définition 2. On appelle espace de Lefschetz finitaire tout espace de Lefschetz E tel qu’il
existe un espace de finitude (relationnel) A et un homéomorphisme linéaire entre E et E 4.

On note LinF'in la catégorie des espaces de Lefschetz finitaires et RelFin la catégorie
des espaces de finitude relationnels.

Proposition 4. Le foncteur A — FE 4 est un plongement de RelFin dans LinFin (il est
plein et fidéle).

Par contre, il n’existe pas de foncteur de LinFin dans RelFin. En effet, un tel foncteur
nécessiterait le choix d’une base canonique d’un espace de Lefschetz finitaire.

3.3 Propriétés

Proposition 5. [Kit79, §10.2] Soit E un espace de Lefschetz. Tout ouvert linéaire est
fermé.

Cette propriété est contre-intuitive vis-a-vis des espaces vectoriels normés dans lesquels
tout sous-espace est connexe (car connexe par arcs et IR est connexe). Ici, un sous-espace
peut-étre a la fois ouvert et fermé. Le corps k est discret donc totalement déconnecté et
plus généralement, tout espace est totalement déconnecté.



Proposition 6. [Kit79, §10.2] Tout espace de Lefschetz de dimension finie est discret.

MALL peut étre interprété dans les espaces vectoriels de dimension finie. Dans les es-
paces de finitude, toute formule de MALL est interprétée par le méme espace de dimension
finie. La topologie linéairisée n’apporte aucune structure. Par contre dans les espaces de
dimension infinie, la topologie permet d’avoir la réflexivité (dualité) nécessaire en logique
linéaire classique.

4 Interprétation des multiplicatifs

On s’intéresse plus particulierement aux espaces de fonctions pour obtenir la réflexivité.
Le dual topologique permet d’interpréter I'orthogonal. Comme en logique linéaire on a
AL = A on se pose la question suivante. Quelle topologie mettre sur le dual topologique
pour avoir B ~ E?

Définition 3. Soient F et F' deux espaces de Lefschetz. L’espace de fonctions E —o F est
I’ensemble des fonctions linéaires continues de F dans F.

Le dual topologique de E est 'espace des formes linéaires continues sur E (son noyau
contient un ouvert de F).

La topologie que I'on met sur 'espace de fonctions est la topologie de la convergence
uniforme sur une famille de parties de E.

Définition 4. Soient E et F' deux espaces de Lefschetz. Soit & une famille de sous-espaces
vectoriels qui contient les espaces de dimension finie et qui est stable par union. La topologie
de la convergence uniforme sur & est engendrée par

WS, V)={feE—F; f(S)CV}

4.1 Le cas finitaire

Théoréme 2. [Ehr05] Soient A et B deuz espaces de finitude relationnels. Toute fonction
linéaire f : Eq4 — Ep dont la matrice |f| est finitaire dans A — B est continue. Récipro-
quement, si f € E4 — Ep est une fonction linéaire continue, alors sa matrice est bien
définie et finitaire.

Ce théoreme montre qu’il y a un foncteur fidele des espaces de finitude relationnels vers
les espaces de Lefschetz. Cependant, ce foncteur n’induit pas une équivalence de catégorie
(de méme que le foncteur qui a tout entier n associe I’espace de dimension finie k™ n’induit
pas une équivalence entre la catégorie IN et la catégorie des espaces de dimension finie.

Topologie de 1’espace de fonctions. Pour toute partie finitaire u € F (A), le sous-
espace de F4 engendré par u est noté

Ku)={x€Es; |z| Cu}.

Proposition 7. [Ehr05] Soient A et B deuz espaces de finitude. L’espace de Lefschetz
engendré par A — B est linéairement homéomorphe a l'espace E4 — Eg muni de la

topologie de la convergence uniforme sur les sous-espaces K de support finitaire, i.e. tels
qu’il existe u € F (A) avec K C K (u).

Les sous-espaces de support finitaire sont des linéairement compacts et des linéairement
bornés.



4.2 Compacts, bornés et équicontinus

4.2 Compacts, bornés et équicontinus

Rappel: Les compacts peuvent étre caractérisés par la propriété de l'intersection (I’intersection
d’une famille de segments emboités est non vide) ou par la notion de suite extraite (tout réseau
d’un compact admet un sous-réseau qui converge). La version linéarisée des compacts reprend la
définition par l'intersection et remplace la famille de segments emboités par un filtre de sous-espaces
affines fermés.

Définition 5. Soit E un espace de Lefschetz. Un sous-espace K est dit linéairement com-
pact lorsque l'intersection avec K de tout filtre de sous-espaces affines fermés qui ren-
contrent K est non vide.

Tout espace de dimension finie est linéairement compact et la somme de deux linéai-

rement compacts est linéairement compacte. On peut donc considérer la topologie de la
convergence uniforme sur les linéairement compacts. On note —¢F le dual topologique E’
muni de la convergence uniforme sur les linéairement compacts, engendrée par les annula-
teurs ann [E'] K de linéairement compacts (k étant discret, sa topologie est engendrée par
{0}).
Rappel: Dans un espace vectoriel normé, une partie est bornée si et seulement si elle est bornée
en norme, c’est-a-dire que l'inclure dans une dilatation de la boule unité. Dans les espaces dont
la topologie est linéarisée, la notion de dilatation n’a pas de sens. Un sous-espace est linéairement
borné si on peut linclure presque totalement dans tout sous-espace ouvert, c’est-a-dire modulo un
sous-espace de dimension finie.

Définition 6. Soit F un espace de Lefschetz. Un sous-espace B est dit linéairement borné
lorsque son intersection avec un ouvert linéaire U de E est de codimension finie dans B,
c’est-a-dire B/(BNU) est de dimension finie ou encore

YU C FE ouvert linéaire, 3D C E de dimension finie ; B=BNU + D.

Tout espace de dimension finie est linéairement borné et la somme de deux linéairement

bornés est linéairement bornée. On peut donc considérer la topologie de la convergence
uniforme sur les linéairement bornés. On note - E le dual topologique E’ muni de la
convergence uniforme sur les linéairement bornés.
Rappel: Une fonction linéaire f : E — F entre deux espaces vectoriels topologiques est continue
lorsque ’image de tout voisinage de zéro est ouvert. Si E est un espace de Lefschetz et ' : E — k
est une forme linéaire, la continuité de x’ est équivalente a existence d’un ouvert linéaire de E tel
que U C ker(z'), autrement dit ' C ann [E')U. En effet, k est discret et sa topologie est engendrée
par {0}. On appelle U le module de continuité de z'.

Définition 7. Soit F un espace de Lefschetz. Un sous-espace @) de son dual topologique est
dit linéairement équicontinu lorsque toutes les formes linéaires continues de () ont le méme
module de continuité, autrement dit il existe un ouvert linéaire U tel que @ C anng/ (U).

Tout sous-espace de dimension finie de E’ est linéairement équicontinu et la somme de
deux sous-espaces équicontinus est équicontinue. On peut donc considérer la topologie de la
convergence uniforme sur les équicontinus. On note —q E’ le dual topologique de E’ muni
de la topologie de la convergence uniforme sur les linéairement équicontinus.

4.3 Réflexivité

Chacune de ces topologies permet d’avoir une partie de la réflexivité.



4.4 Complets

Définition 8. Soit F un espace de Lefschetz. On dit que E est réflexif lorsque 'application
canonique suivante est un homéomorphisme linéaire.
evg: E — E™
r — ev(z):z — (2, 7).

Selon la topologie que 'on va mettre sur le dual topologique, 1’évaluation va avoir
différentes propriétés.

Proposition 8. Soit E un espace de Lefschetz. L’évaluation evg : E — E'™* est linéaire
et injective quelque soit la topologie sur le dual.

Pour la topologie de la convergence uniforme sur les linéairement compacts evg : F —
-¢el est surjective.

Pour la topologie de la convergence uniforme sur les linéairement bornés, evp : EF —
-3 F est ouverte.

Elle est continue si et seulement si tout linéairement compact (resp. borné) du dual topo-
logique est linéairement équicontinu.

4.4 Complets

Rappel: Soit E un espace vectoriel normé et V la famille des voisinages de 0 de E.
Un réseau est une famille (xo)aer d’éléments de E indicée par un ensemble filtrant T.
On dit qu’un réseau (za)acr converge vers une limite x € E lorsque :

YWeV, Jael ; V8>a, c—ag e V.
Enfin, un réseau (Za)acr est dit de Cauchy lorsque :
YWeVv, Jacl; V8,5 > «o, g —xg € V.

Un réseau qui converge est aussi un réseau de Cauchy.
Un espace de Lefschetz est dit complet lorsque tout réseau de Cauchy est convergent.

Proposition 9. [Kit79] Dans un espace de Lefschetz complet, un sous-espace est linéai-
rement borné si et seulement si sa fermeture est linéairement compacte.

Complétion. L’évaluation permet de plonger E dans I’espace de Lefschetz complet —q E’
muni de la topologie de la convergence uniforme sur les équicontinus :
evg: E — -qF
x — ev(z):a — (2, 2).
Proposition 10. [Kit79] Soit E un espace de Lefschetz et V un systéme fondamental

de E. Soit E l'espace des formes linéaires y* sur E' qui coincident avec ev, sur tous les
annulateurs des ouverts linéaires de F, i.e.

E={y* e E*; VYV eV, 3z e E Vi camp (V), (y*,2') = (evy,2')}.

Muni de la topologie de la convergence uniforme sur les équicontinus engendrée par le
systeme fondamental B
Enanng.(anng (V)) ; V€V,

E est un espace de Lefschetz complet, c’est le complété de E.

En conclusion, lorsqu’un espace de Lefschetz est complet, les linéairement compacts, les
linéairement bornés et les équicontinus sont reliés.



4.5 Bornologiques

4.5 Bornologiques

Les espaces de finitude sont complets donc les linéairement bornés et les linéairement
compacts coincident. Un sous-espace est linéairement borné si et seulement si son support
est finitaire.

Le dernier élément important des espaces de finitude est ’existence d’une dualité entre
les linéairement bornés et les ouverts linéaires. Celle-ci, résumée dans le tableau ci-dessous,
montre que les linéairement bornés du dual sont exactement les équicontinus (sous-espaces
d’annulateurs des ouverts linéaires) et vice versa.

Soit E un espace de Lefschetz. Soient A un sous-espace de E et B un sous-espace de
E’. On note anng/(A) ou A+ annulateur de A dans E’ et kerB ou * B le noyau de B :

At = {2 eE ; Ve A {2, z) =0},
*B = {zekE; Vi eB, (2 z)=0}

Le cas finitaire. Soit (|A|,F (A)) un espace de finitude. Pour tout u € F (A4), K (u) , =
{z ; || C u} et pour tout et v’ € }"(A)J‘, V),={z; |z|nu =0}

EA EAZEAJ_

partie finitaire u € F(A) u' € F(A+)

lindairement borné | K (u), et "V (u) 0 | V ('), et K ('),

ouvert linéaire V(') et TK(u) e | Vw),e et K(u)y

Afin de caractériser cette dualité dans les espaces de Lefschetz, on introduit les notions
de bornivores et de linéairement bornologiques.

Définition 9. Soit F un espace de Lefschetz. Un sous-espace U de E est dit linéairement
bornivore lorsque pour tout linéairement borné B, le quotient B/(BNU) est de dimension
finie.

Définition 10. Un espace de Lefschetz linéairement bornologique est un espace dans
lequel tous les linéairement bornivores fermés sont ouverts.

E E'

linéairement borné Bet V' | Blet V+

linéairement bornivore | V et *B’ | V' et B+

Théoréme 3. Soit E un espace de Lefschetz complet. E est réflexif si et seulement s’il est
linéairement bornologique.
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5 Interprétation des exponentielles

Soient E et F' deux espaces de Lefschetz complets et réflexifs.
Revenons a la formule de la sémantique quantitative pour comprendre les constructions
exponentielles de la logique linéaire dans les espaces de Lefschetz issus des espaces de

finitude.
f(x) =) Pu(x)
nelN

ou pour tout n € N, P, est un polynéme homogene de degré n.

5.1 Espaces de séries formelles

Rappel: La notion d’hypocontinuité est a mi-chemin entre la notion de continuité séparée et de
continuité. Etant donné une fonction n-linéaire, au lieu de fixer toutes les variables sauf une et
d’étudier la continuité de la fonction ainsi obtenue, on se donne n— 1 linéairement compacts et on
cherche un module de continuité commun auzx fonctions obtenues en choisissant les n — 1 variables
respectivement dans ces compacts. Soit h une fonction n-linéaire sur E1 X --- X E,, a valeurs dans
F. On dit que h est hypocontinue lorsque pour tout j < n, pour tous linéairement compacts K; de
E; i # j, pour tout ouvert linéaire de F, il existe un ouvert linéaire U; de Ej tel que

WK1, ..., Kj1,Uj, Kj41...,Kn) C V.

Définition 11. Une fonction P, : E — F est un polynéme homogéne de degré n
lorsqu’il existe une forme n-linéaire hypocontinue h : X;<;<pE — F telle que

Vo € E, P,(z) = h(z,...,x).
——

n

Proposition 11. L’espace Pol(E ; F') des polyndmes homogénes de degré n est un espace
de Lefschetz lorsqu’il est muni de la topologie de la convergence uniforme sur les linéaire-
ment compacts.

Définition 12. L’espace Poly(F ; F) des combinaisons linéaire (finies) de polynomes
homogenes, muni de la topologie de la convergence uniforme sur les linéairement compacts
n’est pas complet. Son complété Sery (E ; F') est 'espace des séries formelles de F dans F
muni de la topologie de la convergence uniforme sur les linéairement compacts.

Proposition 12. [Ehr07] Soient A et B deux espaces de finitude. L’espace de Lefschetz
engendré par A = B est linéairement homéomorphe a l’espace Serx(E, ; Eg).

Attention : Remarquons que chacun des Polp(E ; F) est complet. Leur colimite

@Poly(E ; F) est donc un espace complet de polynémes. Sa topologie est engendrée par
les

k
W((Kn)nen, V) = {ZP" ;i Vn, P (K,) C V}

avec K, linéairement compact de E et V ouvert linéaire de F'. Cette topologie n’est pas
celle de la convergence uniforme sur les linéairement compacts qui est engendrée par les

k
n=1
avec K linéairement compact de E et V' ouvert linéaire de F.
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5.2 Lien avec la dérivation

5.2 Lien avec la dérivation

On suppose le corps k infini.

Extraire les polyndmes homogeénes. On introduit une fonction qui extrait le poly-
nome homogene de degré n d’un polynome.

Proposition 13. Pour tout n € N, la fonction linéaire suivante E™ est continue sur
POl]k(E ; F)

E": Polk(E; F) — Polp(E; F)
ZPk — P,
k=0

Elle peut donc étre prolongée par continuité uniforme sur Seryx(E ; F).

Rappel: La dérivée est la meilleure approzimation linéaire d’une fonction au voisinage d’un point.
Dérivée de Gateau :
f@+tu) - f(z)

0 () u) im 5

On commence par construire la dérivée sur les polyndmes. Ensuite, on la prolonge aux
séries formelles.

Soit P € Polp(E ; F). Il existe une forme n-linéaire symétrique (hypocontinue) h :
E x...x E — F telle que P(x) = h(z,...,z). Pour tous z € E, la fonction

n

n—~k k
Au - (P(x +u) — P(x)) :)\u-ZMh(x,...,m,u,...,u)
= k! !

est un polynome en u. La dérivée est son polynéome homogene de degré 1. En effet, la
dérivée de Gateau de P est

_ n 14k—1
Au - lim (P +tu) = P(z)) = JAu-lim Z it .. )
t—0 t t—0 . k'

= Mu-nh(z,...,z,u)
E' (Mu.P(x +u) — P(z)).
Définition 13. Soit P € Polj(E ; F'). La dérivée de P est définie par

d: POl(E; F) — Poli Y (E; LE; F))
P — x+ & (AuP(zx+u)— Px))

x— (Au.nh(z...,z,u)).
C’est une fonction linéaire continue.
On itere 'opérateur de dérivation.
O'P =z unh(z,...,z,u)
0*’P = 2z Mupdug.n(n — Dh(z,. .., x,u1,us)
O"P = xw— Aup... \u, - nlh(ug, ... up)

12



5.3 Distributions

On en déduit que

Osik#n
Aug . AUy nth(ug, .. u,) sik=n

o*P(0) = {

Remarquons que 0 est a valeurs dans Polﬂ_l(E ; Lo(E ; F)) qui est un sous-espace
de Serx(E ; L(E ; F)). On prolonge alors 0 a Poly(E ; F') par linéarité. En effet, tous
les polynoémes s’écrivent comme combinaison linéaire finie de polyndémes homogenes. On
obtient une fonction linéaire continue 0 : Poly(E ; F) — Seryx(E ; L(E ; F)) donc

N

uniformément continue (c’est une propriété des espaces de Lefschetz) & valeurs dans un
espace complet. On peut donc la prolonger a 'adhérence de Poly(E ; F) c’est-a-dire a
Serx(E ; F).

Proposition 14. La dérivée de Gateau des séries formelles est la fonction
0:8Sery(E ; F)— Serx(E ; LAE ; F)).
Toute série formelle f € Seri(FE ; F) est infiniment dérivable. De plus pour n, 9"f(0) est

une fonction n-linéaire telle que

0"1(0)(z,...,x) =nlE"F.

5.3 Distributions

Rappel: Une distribution est une forme linéaire continue sur l’espace des fonctions infiniment
dérivables et de support compact. Ici on utilise une variante, c’est-a-dire le dual topologiques des
séries formelles qui sont en particulier des fonction infiniment dérivables mais qui ne sont pas
toujours de support linéairement compact.

Dans le cas finitaire, I’exponentielle est le dual topologiques des séries formelles.

Proposition 15. [Ehr05, Ehr07] Pour tout A espace de finitude. L’espace de Lefschetz
engendré par ?AL est linéairement homéomorphe a Sery(E4) et Iespace de Lefschetz en-
gendré par 'A est linéairement homéomorphe a —Sery(E4).

Définition 14. Soit z € E. La masse de Dirac en z est la distribution définie par
0y Serx(E) — k
f — f(x).
Pour tout n € IN la n-ieme extraction en x est la distribution définie par
2" Serx(E) — k
f — &"(x).

Rappelons que £" extrait le n-éme polynoéme homogene de f (qui coincide avec un
polynome sur le linéairement compact k - z par la caractérisation de la complétion de la
Proposition 10).

Proposition 16. Pour tout © € E, la série de terme général (z™),cn converge vers
dans espace —Sery(FE).

Vf € Sery(E), (0a,f) = > (@™, 1).

neN
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5.3 Distributions

Théoréme 4. Toute série formelle f € Seri(E) vérifie la formule de Taylor
oo 1 .
Vo € E, f(x) = Z:O 0" (0)(x, ., @),

Démonstration. D’apres la Définition 14 de 2™ et les Propositions 14 et 16, on a
n n 1 n
neN nelN nelN

O

De la caractérisation de la complétion (Proposition 10) d’un espace de Lefschetz, on
déduit la proposition suivante.

Théoréme 5. Soit f € 7E. Pour tout B linéairement borné de E, il existe un polynéome
P tel que
Vo € B, f(z) = P(x).

Ainsi, pour tout programme de type A = 1 et pour tout linéairement borné, il existe
une borne sur le nombre d’appel a un argument dans le borné, c’est le degré maximal des
polynémes apparaissant dans P. On retrouve le non-déterminisme controlé.
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