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Exercice 1 : Combinateurs de point fixe

Un combinateur de point fixe est un terme (clos) C' tel que, pour tout terme M, CM <% M(CM).
Soient
- Y=Xx. VV,ou V = \y. z(yy).
- ©=27ZZ,ouZ = Izx. x(2z2x).
- I'=$$...8, ou $ = \abe...opgst...xyzr. r(thisisafizedpointcombinator).
26
1. Prouver que Y, © et I" sont des combinateurs de point fixe.

2. Parmi ces trois, lesquels vérifient “pour tout M, CM —>/’};, M(CM)’?

3. Définir une variante “francophone” de I'.

Exercice 2 : \-définissabilité des fonctions récursives

L’ensemble R des fonctions récursives partielles, sous-ensemble de ’ensembles de fonctions par-
tielles, est défini inductivement comme suit.
Fonctions de base de R :
— 0: N € R (la constante 0)
-~ S: N — N € R (la fonction successeur S(n) =n+ 1)
— 7 : N® = N € R (la k-iéme projection, définie par 7} (21, ..., %) := x), pour n > 1,k)
Cas inductifs de R :
— composition :
sih:NF = N€eER,g1,...,g8 : N* - N € R (k > 0), alors compp 4,4, : N* = N € R,
ol compp, g, ...g, €st définie par compp, g, .., (X1, ..., Tn) = h(g1(21, ..., Tn), ooy G(T1,5 o0, Tn)).
— récursion primitive :
sig:N" 1 5 NcReth: N 5 NeR,alors f: N* — N € R, oil f est définie par
fO, 21,y pn—1) == g(x1, ey Tp1)
f(S(@), 21,y @pn—1) = h(f(x, 21, ey Tp—1), T, T1y ery Tpy—1)-
— minimisation :
sig: N"t — N € R, alors ming : N* — N € R, ot min, est définie par
min A si A={ke N |glk,x1,....,xy) =0 et
ming(x1, ..., Tn) = Vh <k g(h,z1,...,25) est défini} # ()
indéfini  sinon

1. Soit fact(n) = n!. Montrer que fact: N - N € R.

2. Prouver que toutes les fonctions récursives partielles sont A-définissables, c.a.d. que pour
tout f : N¥ — N € R il existe un A-terme My tel que, pour tout ny,...,ng € N, Myny..ng
a comme forme normale f(n1,...,ng) si f(n1, ..., ng) est défini, et Myn1.7, n'a pas de forme
normale si f(ni,...,ng) est indéfini.



