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Résumé

L’isomorphisme inexact de graphes est un problème crucial pour la définition d’une distance

entre graphes, préalable nécessaire à une multitude d’applications allant de l’analyse d’images à

des applications biomédicales en passant par la reconnaissance optique de caractères. Ce problème

est encore plus complexe que celui de l’isomorphisme exact.Alors que ce dernier est un problème

de décision de complexité au moins de classe P et qui ne s’applique qu’à des graphes exactement

identiques, l’isomorphisme inexact est un problème combinatoire de complexité de classe NP qui

permet de prendre en compte des perturbations dues au bruit,qui apparaissent fréquemment dans

les applications réelles.

Dans ce cadre, nous choisissons d’étudier une solution basée sur les algorithmes génétiques pou-

vant être appliquée à l’isomorphisme exact et inexact. Nousproposons des opérateurs de croisement

généraux pour tout problème représenté par un codage de permutation, ainsi que des opérateurs

spécifiques à l’isomorphisme de graphes qui exploitent une heuristique gloutonne. Nous réalisons

une étude exhaustive pour comparer ces opérateurs avec les opérateurs existants, soulignant leurs

propriétés, avantages et inconvénients respectifs.

Nous étudions par ailleurs plusieurs pistes d’amélioration de l’algorithme, en théorie ou en pra-

tique, considérant successivement les objectifs d’accélération de l’exécution, d’augmentation de la

précision et de garantie de résultat optimal. Nous proposons pour cela de combiner l’approche pro-

posée avec d’autres techniques telles que des heuristiquesgénérales comme la recherche locale, des

heuristiques dédiées comme l’algorithme A*, et des outils pratiques comme la parallélisation.

Ces travaux conduisent à la définition d’une méthode générique pour la résolution de tous les

problèmes d’isomorphismes de graphes, qu’il s’agisse d’isomorphismes exact ou inexact, d’isomor-

phismes de graphes de même taille ou d’isomorphismes de sous-graphes. Nous illustrons enfin la

validité de cette solution générale par trois applicationsconcrètes issues de domaines différents, la

recherche d’images et la chimie, qui présentent chacune descaractéristiques spécifiques, utilisant

des graphes attribués ou non, soumis aux perturbations plutôt structurelles ou au niveau d’attributs.

Mots-clés: isomorphisme inexact de graphes, distance de graphes, algorithme évolutionnaire, re-

cherche locale, algorithme mémétique, optimisation combinatoire, opérateurs de croisement, ap-

proche hybride, parallélisation, méta-heuristique





EVOLUTIONARY OPTIMISATION FOR INEXACT GRAPH ISOMORPHISM

Abstract

The solution to the inexact graph matching problem is the keyfor defining any type of

graph distance. It is even more complex than the exact graph isomorphism problem. On the one

hand, inexact graph matching is a combinatorial optimization problem in NP taking into account

perturbations inherent in noisy real world environments. Exact graph matching, on the other hand, is

a decision problem for which it has not yet been shown if its complexity class is P and which applies

only to exactly identical graphs.

In this thesis, we study an approach based on genetic algorithms addressing both exact and

inexact isomorphisms. We introduce several new crossover operators, some more general for use

with any kind of permutation encoding, some specialized which include a greedy heuristic specific

to graph matching. We conduct an exhaustive study in order tocompare these operators with the

existing ones, underlining their respective characteristics, advantages and disadvantages.

Furthermore, we examine several aspects for enhancing the algorithm, both theoretical and prac-

tical ones, leading to faster execution, better precision or even the assurance of finding the global

optimum. We combine the genetic algorithm with generalizedblack-box heuristics, such as lo-

cal search, specialized heuristics such as the A* algorithmor practical tools like parallelization

techniques. Our final aim is to present a method addressing all different types of graph matching

problems, i.e. exact and inexact, isomorphisms of graphs having the same size and sub-graph iso-

morphisms. We illustrate the generality of our approach with three applications with very distinct

properties which cover the different problem types.

Keywords: inexact graph matching, graph distance, evolutionary algorithm, local search, memetic

algorithm, combinatorial optimization, crossover operators, hybrid method, parallelization, meta-

heuristic
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Motivation

Les graphes constituent un outil très général pour décrire des structures. Ils permettent notam-

ment la modélisation des entités composées et structurées.Un graphe contient un ensemble de som-

mets qui sont reliés par des arêtes. Il peut modéliser par exemple le plan d’une ville et servir pour

chercher un chemin d’un point A à un point B. Dans ce cas les sommets sont des endroits mar-

quants ou simplement des carrefours. Les arêtes sont données par les rues qui les relient. On peut

attribuer des étiquettes aux arêtes ou aux sommets, par exemple la distance ou le nom de l’endroit,

respectivement. D’une manière très similaire, le réseau des transports publics peut être décrit par

un graphe. Par ailleurs, la description d’une molécule est aussi possible : les sommets sont alors les

atomes et les liaisons sont modélisées par les arêtes. Des relations plus complexes dans des macro-

molécules peuvent également être prises en compte (Artymiuk et al., 2005). Il y a de nombreuses

autres applications comme par exemple des circuits électroniques, tous les types de schémas, etc. On

peut même décrire des images à l’aide de leurs composants. Dans ce cas, on détermine des régions

pertinentes (qui correspondent dans le cas idéal à des objets) qui deviennent des sommets et les

arêtes sont les relations spatiales entre ces régions. Comme la définition d’un graphe se place à un

niveau abstrait, les graphes peuvent modéliser n’importe quelle entité du monde réel sous condition

qu’elle puisse être décomposée en sommets - connectés ou nonpar des relations quelconques, par

exemple spatiales. L’avantage d’une telle description abstraite est son universalité. Des problèmes

dont on cherche la solution dans les différentes applications font souvent partie de problèmes de

graphes généraux. Si l’on trouve une solution ou un algorithme au niveau théorique, alors toutes les

applications en profitent directement.

La richesse en termes d’expressivité a pour effet que les problèmes de graphes sont le plus

souvent d’une complexité assez élevée. Dans ce qui suit, nous donnons d’abord quelques exemples

de problèmes classiques que l’on peut rencontrer à l’intérieur d’un graphe : une famille regroupe les

1
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différents problèmes de routage cherchant des chemins possédant des propriétés spécifiques, comme

le chemin le plus court ou simplement un chemin possible. Comme fondation historique de la théorie

des graphes, on cite souvent les sept ponts de Königsberg d’Euler qui remontent au dix-huitième

siècle. Le problème consiste à trouver un chemin permettantde traverser tous les sept ponts de la

ville exactement une fois. Dans le cadre abstrait, on cherche un parcours fermé dans un graphe qui

contient toutes les arêtes exactement une fois. Ce parcoursest dénommé chemin eulérien. Il existe

si le degré de chaque sommet est pair (sous la condition que legraphe soit connexe). Le problème

est donc assez facile. Un problème largement plus complexe mais en premier regard similaire est

l’existence des chemins hamiltoniens. Au lieu de chercher un circuit contenant toutes les arêtes,

on cherche un parcours qui contient tous les sommets exactement une fois. Ce problème est NP-

complet. Il est lié au problème d’optimisation du problème du voyageur de commerce (TSP) qui

cherche le chemin hamiltonien le plus court. D’autres problèmes classiques incluent la coloration

de graphes, utilisée par exemple pour des cartes, la recherche de la clique maximale (le plus grand

graphe complet qui soit un sous-graphe du graphe donné), l’optimisation des flux dans un réseau, et

l’analyse par graphes de visibilité dont le problème des gardiens de musée.

Les problèmes précédents s’intéressent uniquement à un seul graphe. Il existe une deuxième

famille de problèmes à plusieurs graphes. Ils s’intéressent avant tout à la question de l’égalité ou de

similarité de graphes donnés. On se demande alors si les structures sont comparables et quelle est

leur distance.

En premier lieu, il existe le problème de l’égalité exacte. Pour les données non-structurées ceci

est très simple. Si l’on cherche à comparer des vecteurs, alors on compare leurs composants un par

un. Dans ce cas, on sait quel élément il faut comparer à quel autre. Pour les graphes, on ne possède

pas cette information. Chaque sommet d’un graphe peut être mis en relation avec n’importe quel

nœud dans le deuxième. Parmi toutes les combinaisons possibles, la question de l’égalité structurelle

exacte est formalisée par le problème d’isomorphisme de graphes.

On peut souligner la grande importance du problème d’isomorphisme particulièrement dans le

domaine de la reconnaissance de formes. Parmi les nombreuses applications concrètes on trouve

la classification d’images segmentées en général (Harchaoui & Bach, 2007) ou des applications

plus spécifiques comme la détection d’humains (Thome et al.,2008) ou la classification d’images

cérébrales (Boeres et al., 2004). De fait, ce problème a déjàune longue tradition datant de plus de

trente ans. Conte et al. (2004) présentent un état de l’art couvrant cette période. En effet, on cherche

à identifier une forme à partir de sa structure. Si l’on souhaite par exemple reconnaître une table,

on peut utiliser l’information qu’elle est composée d’un plateau et de quatre pieds, qui se trouvent

aux quatre coins. Cette approche structurée permet des comparaisons plus fines qu’une approche

globale. Il est également possible d’apparier les objets, c’est-à-dire d’extraire l’information sur les

sommets mis en relation, au lieu de simplement donner une seule valeur (oui/non dans le cas de

l’existence d’isomorphisme ou bien une distance ou une mesure de similarité).
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Une formulation courante est que l’on recherche un appariement entre les sommets qui préserve

la structure (y compris les attributs). Il faut noter que ce problème est bien différent du problème de

recherche d’appariements dans un graphe (cf. Sec. 1.3, p. 8). Pour les distinguer, on ajoute souvent le

mot bipartite parce que la plupart des applications d’appariement des sommets d’un graphe se basent

sur des graphes bipartites. Deuxièmement, la question de l’inclusion d’un graphe dans un autre

correspond au problème d’isomorphisme de sous-graphes. Comme dernier exemple, on peut noter

la recherche du sous-graphe maximal commun qui vise à identifier des similarités plus générales

entre deux graphes.

Le calcul d’une distance dans des domaines vectoriels (voire des chiffres) ne pose pas de pro-

blème particulier à part le choix de la mesure tandis que dansle cas de graphes il y a deux difficultés

principales. Le premier problème concerne la définition d’une distance entre structures qui soit as-

sez générale et remplisse les conditions d’une métrique. Ledeuxième est la complexité du calcul

pour les distances proposées. De fait, une distance euclidienne sur un vecteur, même de très grande

taille, se calcule très rapidement. La distance d’édition de graphes (cf. Sec. 1.4.4, p. 10) nécessite

l’optimisation sur toutes les séquences d’édition possibles, ce qui est un problème difficile. Il n’est

donc applicable que sur de très petits graphes. Ci-dessous,nous introduisons quelques problèmes

liés.

Bien que notre travail aborde uniquement les différents problèmes d’isomorphisme de graphes,

ces derniers ne sont pas les seuls problèmes dans la famille des problèmes à deux ou plusieurs

graphes. Il existe également des problèmes d’identification de sous-structures, normalement dans un

contexte de classification, ou encore l’inclusion d’une structure dans une autre. Dans l’exemple des

villes on peut donner par exemple le plan d’un quartier uniquement et chercher la ville dans laquelle

il se trouve. Il existe également des problèmes de recherchedes sous-graphes communs entre deux

graphes, ou la fouille des bases de graphes pour l’identification des sous-graphes fréquents (Inokuchi

et al., 2005).

Dans le cadre des problèmes d’isomorphisme de graphes, on distingue les problèmes exacts des

problèmes inexacts. L’isomorphisme exact nécessite que les deux graphes soient exactement iso-

morphes. Dans le cas inexact en revanche des variations des attributs ou même de la structure sont

acceptables. Par conséquence, le cas inexact est souvent formulé comme problème de minimisation

de distance tandis que l’isomorphisme exact est sous forme d’un problème de décision dont la solu-

tion est oui ou non. Ceci ne permet donc pas le calcul d’une distance. Les algorithmes nécessaires

pour les deux versions sont très différents. Tandis que le cas exact permet de filtrer les sommets

(en fonction des caractéristiques telle que l’étiquette, le degré, le degré des voisins, par exemple) au

préalable afin de réduire le nombre d’affectations possibles, dans le cas inexact une telle approche

pourrait exclure des solutions valables. En général, les algorithmes qui résolvent le problème d’iso-

morphisme exact ne sont pas applicables au problème inexact. Quant aux algorithmes qui résolvent

le problème inexact, ils sont applicables au problème exactmais ils montrent des performances
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médiocres sur le problème exact comparé aux méthodes spécialisées pour ce dernier.

Quand a-t-on besoin de traiter des problèmes inexacts ? En général, ceci est le cas quand le

graphe est étiqueté avec des attributs numériques continus: de petites variations dans les attributs

doivent alors être tolérées. En effet, il peut s’agir simplement de bruit. Par exemple dans le cadre

du traitement d’images, deux images de la même scène ne sont jamais exactement (dans le sens

numérique) égales. De fait, des variations de lumière, d’angle et la présence du bruit pendant la

prise de la photo sont inévitables. De plus, les objets sur laphoto peuvent évoluer, par exemple s’il

s’agit de personnes. Non seulement les caractéristiques utilisées sont soumises à l’incertitude, mais

encore la segmentation de l’image. Les algorithmes de segmentation automatique ne donnent pas des

résultats parfaits. La plupart des approches sur-segmentent les images et les méthodes d’extraction

de points d’intérêt sont aussi influencées par le bruit. Pourtoutes ces raisons, il n’existe aucun

modèle de graphe capable de capturer la totalité du contenu d’une image donnée. En outre, il ne

suffit pas de décrire une image, il faut aussi avoir une mesurede similarité de haut niveau. En effet,

on ne s’intéresse pas aux caractéristiques de bas niveau comme la couleur, la texture et la forme,

mais plutôt aux similarités entre les objets présents dans les images. La mesure doit être robuste au

bruit, ce qui nous ramène au problème de l’isomorphisme inexact de sous-graphes.

Nous abordons le problème d’isomorphisme de graphes, plus précisément le problème d’isomor-

phisme inexact de sous-graphes. L’isomorphisme inexact degraphes est un problème NP-difficile

d’optimisation combinatoire (Tsai & Fu, 1979; Köbler et al., 1993). Le terme inexact signifie que,

malgré de petites différences, on souhaite considérer deuxgraphes comme isomorphes s’il s’agit

des graphes suffisamment proches, en particulier, si les différences sont dues au processus de l’ex-

traction de caractéristiques ou au bruit. Des méthodes exhaustives peuvent seulement résoudre des

problèmes de très petite taille. La nature imprécise du problème favorise l’application des algo-

rithmes approximatifs. En effet, même une solution numériquement optimale n’est pas forcément la

solution qui met le mieux en correspondance les deux objets d’origine. Elle peut être« meilleure»

que cette dernière grâce au bruit. Le manque d’une garantie d’optimalité importe donc peu. Nous

proposons l’utilisation des algorithmes génétiques. Ces sont des méthodes d’optimisation inspirées

de la théorie de l’évolution darwinienne. Dans la version que nous avons réalisée, qui constitue un

algorithmemémétique, les individus« apprennent» après leur création (Reynolds, 1994; Ong et al.,

2006; Smith, 2007). Pour cela, une heuristique de recherchelocale est appliquée. Nous avons choisi

des algorithmes évolutionnaires parce que, d’une part il a été montré qu’ils peuvent efficacement

résoudre des problèmes d’optimisation combinatoire, et d’autre part ils sont capable de livrer une

solution candidate assez bonne à n’importe quel moment. En réalité, ceci est un grand avantage. Si

l’on cherche par exemple à optimiser l’itinéraire pour des facteurs (techniciens à domicile etc.) pour

le lendemain, alors que l’on connaît les adresses à livrer peu à l’avance, il faut quand même pouvoir

donner un résultat avant qu’ils ne commencent leur travail.Si l’on a un grand nombre d’endroits,

des contraintes temporelles, etc., il se peut qu’avec une méthode exacte on doive attendre plus long-
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temps et les facteurs ne travaillent pas du tout. Dans ce cas,on peut se baser sur le meilleur itinéraire

trouvé jusque-là, même si celui n’est pas toujours optimal.

Comment obtient-on un graphe à partir d’un objet réel et est-ce que ce modèle est pertinent ? Il

faut identifier les composantes de l’objet, leurs relations, et définir des caractéristiques pertinentes.

Dans de nombreux domaines, la modélisation est un problème difficile en soi. Considérons par

exemple le domaine d’images. Une image n’est rien d’autre qu’un ensemble de pixels dont chacun

possède une couleur. Il se pose donc naturellement la question de savoir pourquoi une représen-

tation sous forme de graphe est pertinente. La raison est liée au fait que les valeurs des pixels ne

disent pas grand chose sur la perception de l’image par un humain. En particulier, l’homme est ca-

pable d’identifier des objets et ses relations. Le but est donc de modéliser l’image en utilisant des

caractéristiques locales de haut niveau et les rapports entre elles pour permettre une meilleure com-

préhension du contenu. Si l’on a par exemple une image d’un pré sous un ciel bleu, alors il contient

un groupe de pixels qui correspond au pré et un autre groupe qui correspond au ciel. Le graphe a

donc deux sommets et la relation entre les sommets est le cielest au-dessus du pré.

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’application d’un algorithme évolutionnaire (EA) pour

le problème général de l’isomorphisme de graphes. Nous étudions de façon très détaillée la manière

de trouver une bonne implémentation d’un tel algorithme. Chaque choix d’un opérateur et d’un

paramètre est validé par des expériences exhaustives sur une base de graphes synthétiques.

En ce qui concerne le cadre algorithmique, nos contributions principales sont, d’une part l’intro-

duction de nouveaux opérateurs génétiques, et d’autre partla combinaison des approches inexactes

(évolutionnaires) avec des approches exactes (A*). Notre but est de proposer un cadre général qui

permette au praticien d’appliquer facilement nos méthodes. Pour cela, nous menons des études pour

chaque étape importante de l’algorithme (hors sélection parce que de nombreux travaux existent).

Nous effectuons une comparaison exhaustive de nos opérateurs et des opérateurs existants (cf. Ch. 3,

p. 59). De fait, notre logiciel est très générique et permet d’intégrer de nouveaux opérateurs facile-

ment. Dans ce contexte, nous étudions les effets de l’intégration d’une méthode de recherche locale

en utilisant quatre stratégies différentes (cf. Ch. 4, p. 109). Nous incluons des commentaires sur les

mesures de performances et la façon de comparer différentesapproches (évolutionnaires ou non ;

cf. Ch. 2, p. 23). Nous appliquons notre approche dans des contextes divers, dont notamment des

graphes synthétiques, des molécules, des images en trois dimensions et des images de la base COIL.

Cette thèse est structurée comme suit : après un chapitre introductif, le deuxième chapitre s’in-

téresse aux EA pour l’isomorphisme de graphes. Nous définissons les principes de base nécessaires

afin d’appliquer l’algorithme sur le problème. Dans le chapitre suivant, nous étudions les différents

opérateurs et les paramètres de l’algorithme. Ceci a pour but l’optimisation des performances dans le

cadre des graphes synthétiques. Nous attachons une attention particulière aux opérateurs de croise-

ment. Le quatrième chapitre est dédié à la combinaison des algorithmes génétiques avec des heuris-

tiques de recherche locale. Nous évaluons en particulier les différentes stratégies d’intégration. Puis,
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nous abordons la question de la parallélisation qui semble tout à fait opportune pour accélérer l’exé-

cution sur des grands graphes surtout en vue de la diffusion croissante des ordinateurs parallèles.

Le chapitre 6 aborde la possibilité de garantir le résultat optimal, ce qui n’est à priori pas possible

avec un algorithme génétique. Nous proposons la combinaison avec un algorithme performant de

recherche d’arbre. Ensuite nous illustrons l’applicationde notre algorithme sur des données réelles,

dont notamment des modèles d’images en trois dimensions, des graphes issus d’une triangulation

à partir de la base d’image COIL, et des molécules. Le travailse termine avec les conclusions et

perspectives.

Dans ce chapitre, nous introduisons d’abord les notions élémentaires concernant les graphes.

Puis, nous détaillons le problème d’isomorphisme et les problèmes liés dont particulièrement la no-

tion d’une distance entre graphes. Nous nous intéressons par la suite à la complexité algorithmique

ainsi qu’aux algorithmes existants. Finalement, nous introduisons le concept général des méta-

heuristiques comme heuristiques universelles et en particulier les approches inspirées par l’évo-

lution.

1.2 Graphes

Dans cette partie, nous caractérisons d’abord les différentes classes de graphes afin d’établir la

définition formelle du problème traité dans cette thèse. Lesdéfinitions qui suivent sont reproduites

principalement de Diestel (2005).

Définition 1.2.1. On définit un graphe comme une paireG = (V, E) de deux ensembles avec

E ⊆ V × V. Les éléments deV sont les sommets ou nœuds, tandis queE est l’ensemble des arêtes.

Des graphes permettent la modélisation des relations entredes objets. Formellement, il n’y a

pas de contraintes sur l’ensemble des arêtes. Il est notamment possible qu’E contienne des arêtes

multiples entre deux sommets (et donc identiques) ainsi quedes boucles (e = (v, v)) qui relient

un sommetv à lui-même. En général, on suppose implicitement que des graphes ne contiennent

ni boucles ni arêtes multiples. Dans le cas contraire, on le mentionne explicitement. Des graphes

contenant des arêtes multiples sont dénommés multigraphes.

La taille d’un graphen est définie par le nombre de ses sommets. On écrit également|G| et

on note‖G‖ le nombre d’arêtes. Chaque arête peut être décrite par les sommets qu’il joint. On

dit que les sommetsv1 et v2 sont incidentsavec l’arêtee = (v1, v2). Le nombre total d’arêtes

incidentesà un sommet est dénommé son degré. Il existe des graphes orientés et non-orientés. Dans

les graphes orientés, les arêtes ont une direction et sont dénommées arcs. À la différence des graphes

non-orientés, l’arc(v1, v2) n’est pas équivalent à l’arc(v2, v1).

Il existe diverses classes de graphes ayant des caractéristiques spécifiques. Par exemple, un

graphe est appelé(k-)régulier si le degré de tous ses sommets est une constante (k). Un graphe
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completest un graphe entièrement connecté. Deux autres classes assez importantes en pratique sont

les graphesplanaireset les graphesbipartites. Les graphes planaires sont intuitivement des graphes

que l’on peut dessiner sans intersections des arêtes. Formellement, il s’agit des graphes qui peuvent

être représentés sur une sphère sans intersection d’arêtes. Cette notion peut être généralisée pour des

surfaces plus complexes, comme par exemple le tore :

Définition 1.2.2(Genre d’une surface). Le genre d’une surface est le nombre maximum de courbes

simples fermées sans points communs que l’on peut tracer surcette surface sans la morceler (Bouvier

et al., 2009).

Définition 1.2.3 (Genre d’un graphe). Le genre d’un graphe est le plus petit genre d’une surface

orientable sur laquelle le graphe puisse être représenté sans intersection d’arêtes (Bouvier et al.,

2009).

Un graphe est donc planaire si et seulement si son genre est égal à zéro.

Les graphes bipartites sont des graphes dont il existe une bipartition de sommets en deux sous-

ensembles (V1 ∪ V2 = V et V1 ∩ V2 = ∅), telle qu’il n’y ait pas d’arêtes connectant deux som-

mets appartenant à un seul sous-ensemble. Formellement unecondition suffisante est la suivante :

∀(v1, v2) ∈ E : v1 ∈ V1 ⇔ v2 ∈ V2.

Définition 1.2.4 (Sous-graphe). Soit G = (V, E) un graphe.G′ = (V ′, E ′) est dénommé sous-

graphe deG (G′ ⊆ G) si V ′ ⊆ V etE ′ ⊆ E

Définition 1.2.5 (Sous-graphe induit par les sommets). SoientG = (V, E) un graphe etG′ =

(V ′, E ′) un sous-graphe deG. Si ∀v1, v2 ∈ V ′ : (v1, v2) ∈ E ⇒ (v1, v2) ∈ E ′ alors les sommetsV ′

induisent le sous-grapheG′ dansG.

Dans de nombreuses applications concrètes, les objets, ainsi que les relations, ont des caracté-

ristiques importantes. Afin de les inclure dans le modèle, onaffecte des attributs aux nœuds et/ou

aux arêtes. Si les attributs sont exclusivement numériques, on obtient un graphe pondéré. Dans le

cas plus général on parle d’un graphe étiqueté ou d’un grapherelationnel valué (ARG).

Définition 1.2.6 (Graphe étiqueté (ARG)). Un graphe relationnel valué est un quadrupletG =

(V, E , α, β). Les applicationsα : V → AV etβ : V ×V → AE associent des attributs aux nœuds et

aux arêtes.

L’ensemble d’arêtesE peut être implicitement décrit par la fonctionβ. Il faudrait inclure l’in-

formation de l’existence d’une arête dans l’ensemble d’attributsAE . De fait, une attribut ne peut

être attribué que quand une arête existe. Il suffit alors d’ajouter un symbole supplémentaire àAE

qui permet d’identifier des arêtes sans attributs. De cette manière, la notation peut être simplifiée à

G = (V, α, β) dans certains cas.
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1.3 Appariements dans un graphe

La recherche d’appariements dans un graphe vise à trouver des couples de sommets compatibles

dans des graphes généralement bipartites. Ainsi, étant donné un ensemble d’usines et un ensemble de

produits, on peut construire un graphe de compatibilité en connectant chaque usine avec les produits

qui peuvent y être fabriqués. A chaque arc on attribue le coûtde production. On cherche alors à

produire un maximum de produits à coût minimum. Un autre exemple classique est la formation

des couples à partir d’ensembles de garçons et de filles dont les préférences sont modélisées par les

poids des arcs.

Un appariement est un ensemble d’arêtes indépendantesEi dans un grapheG = (V, E). L’indé-

pendance d’arêtes est définie par l’absence de sommets incidents communs entre elles. Il s’agit d’un

appariement deV ′ ⊆ V si tous les sommets deV ′ sont couverts parEi, c’est-à-dire s’il existe une

arête dansEi qui relie chaque sommet dansVi à un autre. Une propriété importante est la stabilité

d’un appariement. Chaque sommet a une liste de préférences,c’est-à-dire les arêtes partant de lui

sont pondérées et il existe un ordonnancement des poids. L’idée est que l’on ne souhaite pas qu’il

y ait deux sommets qui préfèrent échanger leurs affectations actuelles par le lien direct entre eux

(qui n’est pas dansEi). Un appariement stable existe pour tout ensemble de préférences d’après le

théorème du mariage stable.

Un appariement maximal est l’appariement ayant le nombre maximal d’arêtes. Le plus souvent,

on cherche des appariements maximaux. Le problème est beaucoup plus facile que le problème

d’appariements entre deux graphes. L’algorithme de Hopcroft & Karp (1973), par exemple, a une

complexité deO(n
5

2 ). Dans la littérature, on utilise souvent le terme appariement de graphes bipar-

tites (bipartite graph matching) afin de lever l’ambiguïté avec les appariements entre deux graphes

(graph matching). Cependant, il existe des appariements dans un graphe non-bipartite bien que ceci

ne soit pas très commun. On peut également imaginer des problèmes de recherche d’isomorphismes

entre deux graphes bipartites. Dans cette thèse, nous allons utiliser de préférence le terme d’isomor-

phisme (voir les sections suivantes) quand cela est possible pour éviter des confusions. Quand nous

utilisons le terme appariement, il est utilisé dans le sens du problème d’isomorphisme également.

1.4 Isomorphisme de graphes

Beaucoup de travaux ont été effectués pendant plusieurs décennies, visant les différents pro-

blèmes d’isomorphisme sous divers points de vue en appliquant une grande variété de méthodes

(Read & Corneil, 1977; Fortin, 1996; Conte et al., 2004). La plupart des problèmes avec un impact

important en pratique est NP-difficile (Garey & Johnson, 1979), tandis que pour l’isomorphisme des

graphes non-étiquetés, une réponse à la question de savoir s’il est NP-complet ou se situe dans P n’a

pas encore été trouvée (Köbler et al., 1993; Torán, 2004). Toutefois des algorithmes efficaces sont
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connus pour certaines classes spécifiques de graphes, par exemple les graphes planaires (Hopcroft

& Wong, 1974) ou plus généralement les graphes de genre1 fini (Filotti & Mayer, 1980).

1.4.1 Isomorphismevs homomorphisme

L’isomorphisme de graphes est une relation univoque des nœuds entre deux graphes qui respecte

leurs attributs et ceux des arêtes. Dans le cas d’isomorphisme de sous-graphes, on considère deux

graphesG et G′ de taille différente,|G′| = n′ ≤ |G| = n. Afin de déterminer siG′ est un sous-

graphe deG une telle relation est recherchée entre les nœuds du grapheG′ et tous les sous-graphes

du grapheG induits parn′ nœuds. De manière générale, on essaie de déterminer si deux graphes

donnés sont égaux. Formellement, on définit les notions de l’homomorphisme et de l’isomorphisme.

Définition 1.4.1 (Homomorphisme de graphes). SoientG = (V, E) etG′ = (V ′, E ′) deux graphes.

S’il existe une relation univoquem : V → V ′ telle que(v1, v2) ∈ E ⇒ (m(v1),m(v2)) ∈ E ′, alors

G etG′ sont homomorphes.

Définition 1.4.2(Isomorphisme de graphes). SoientG = (V, E) etG′ = (V ′, E ′) deux graphes. S’il

existe une relation univoquem : V → V ′ telle que(v1, v2) ∈ E ⇔ (m(v1),m(v2)) ∈ E ′, alorsG et

G′ sont isomorphes.

Par conséquent, un homomorphisme est un isomorphisme lorsque la relationm est bijective. Les

deux notions sont souvent confondues (Kropatsch et al., 2007). En effet, un homomorphisme deG

versG′ permet qu’il y ait une arête entre deux sommets dansG′ faisant partie de la relation, sans

qu’il y en ait entre leurs antécédents dansG. Dans le cas de l’isomorphisme, une telle situation est

impossible.

1.4.2 Isomorphisme de sous-graphes

Le problème de l’isomorphisme de sous-graphes consiste à trouver une application partielle

entre les sommets de deux graphes, telle que les conditions définies dans la définition 1.4.1 soient

satisfaites. SoientG et G′ deux graphes avecn′ ≤ n, on cherche un sous-graphe deG induit par

n′ sommets. Si l’on considérait des sous-graphes en général aulieu de sous-graphes induits par des

sommets, on ne traiterait pas le problème d’isomorphisme mais celui de l’homomorphisme.

Nous considérons ici des ARG, c’est-à-dire que des valeurs sont associées aux nœuds ainsi

qu’aux arêtes. Le problème d’identification d’une correspondance entre deux ARG ainsi que la

question de leur isomorphisme sont des tâches centrales de la reconnaissance de formes structu-

relles. Les ARG constituent une description abstraite des objets réels ayant une structure inhérente.

En général, les composants de l’objet sont modélisés ainsi que leurs relations. Les définitions de

1. Cf. Déf. 1.2.3, p. 7.
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l’isomorphisme peuvent être facilement étendues à des graphes étiquetés. Dans ce but, il suffit d’as-

surer que les attributs des nœuds et des arêtes soient respectés.

Définition 1.4.3. SoientG = (V, E , α, β) et G′ = (V ′, E ′, α′, β′) deux graphes étiquetés. Si la

relationm : V → V ′ décrit un isomorphisme entre(V, E) et (V ′, E ′), et∀v ∈ Vα(v) = α′(m(v))

ainsi que∀(v1, v2) ∈ Eβ ((v1, v2)) = β′ ((m(v1),m(v2))) alorsG estisomorpheàG′.

1.4.3 Problèmes inexacts

En pratique, deux graphes sont rarement exactement égaux, même s’ils ont été extraits du même

objet. Les variations structurelles sont causées par l’incertitude pendant le processus d’extraction de

caractéristiques, par des environnements bruités, etc. Les algorithmes d’isomorphisme de graphes

devraient donc être tolérants au bruit, c’est-à-dire être capables d’identifier la correspondance entre

deux graphes, même s’il reste des variations mineures. Celanous amène aux problèmesinexacts

d’isomorphisme décrits dans la classification de Conte et al. (2004). La résolution de ce type de

problème nécessite une notion de distance entre graphes.

1.4.4 Distances de graphes

Le problème de l’isomorphisme inexact de graphes, étant donné deux graphes de la même taille

G = (V, α, β) etG′ = (V ′, α′, β′), consiste à trouver la fonctionm : V → V ′ entre leurs nœuds

telle qu’une métrique de dissimilarité soit minimisée. Unetelle métrique est par exemple la dis-

tance d’édition de graphe (Sanfeliu & Fu, 1983). L’idée fondamentale est de chercher une séquence

d’opérateurs qui transforme le premier graphe dans le deuxième. Les opérateurs sont l’insertion,

la suppression et la substitution de nœuds et d’arêtes. Un coût est associé à chacun de ces opéra-

teurs et les coûts sont additionnés sur toute la séquence. Ladistance est ensuite déterminée par la

séquence qui nécessite le moindre coût. Le problème de trouver cette séquence est NP-difficile. La

recherche des bonnes valeurs pour les différents coûts est non-triviale et dépend de l’application. La

distance d’édition est donc très générale mais la difficultéreste dans son application aux problèmes

concrets. En particulier, le choix d’une fonction de coût est parfois très difficile mais tout de même

très important (Bunke, 1999). Il existe toutefois des méthodes d’apprentissage des coûts, comme

celle proposée par Neuhaus & Bunke (2007). Bien que les articles cités s’appliquent uniquement à

la distance d’édition, on peut noter que toutes les autres distances de graphes nécessitent aussi une

fonction qui mette en relation les différents types de différences élémentaires et subissent donc la

même dépendance.

Au lieu de transformer un graphe en l’autre, on peut se baser aussi sur le plus grand sous-graphe

commun. Bunke (1997, cf. aussi Bunke & Shearer, 1998) montrequ’il existe une forte relation entre

la distance d’édition de graphe et la solution du problème duplus grand sous-graphe commun. Ce-

pendant, les deux problèmes restent NP-difficiles à résoudre. Hidovic & Pelillo (2004) proposent
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deux mesures de distances qui généralisent les mesures basées sur le plus grand sous-graphe com-

mun. Elles ne nécessitent plus la définition des opérations d’édition mais restent d’une complexité

NP-complet. Marini et al. (2005) montrent le passage au problème des plus grands sous-graphes

inexacts.

Nous utilisons la distance de graphes définie par Berretti etal. (2001), qui se concentre sur

les différences d’attributs. Berretti et al. supposent desgraphes complets, ce qui correspond à leur

modélisation d’images et d’images 3D (cf. Sec. 7.1.2, p. 149). Par rapport à la distance d’édition leur

distance est plus restreinte, notamment sur les perturbations structurelles. De fait, elle ne cherche pas

à identifier les sommets supprimés dans le graphe plus petit.Elle suppose en particulier que, du point

de vue structurel en ignorant les attributs, un graphe est lesous-graphe de l’autre. Elle est tout de

même symétrique, car c’est toujours le graphe le plus petit qui est considéré comme sous-graphe du

graphe le plus grand.

Cette distance est une combinaison convexe de la distance d’attributs de nœuds et de la distance

d’attributs d’arêtes. Pour simplifier la notation, nous écrivons désormais pour la distance entre deux

nœuds quelconquesv andv′ faisant partie de deux graphesG = (V, α, β) et G′ = (V ′, α′, β′)

respectivement,δV (v, v′) au lieu deδV (α(v), α′(v′)) et de même pour les distances d’arêtes. La

distance entre deux graphes sous l’affectationm est alors définie comme :

δm
(
G,G′) = w

∑

v∈V
δV (v,m(v)) + (1− w)

∑

v1,v2∈V
δE ((v1, v2), (m(v1),m(v2))) (1.1)

Le paramètrew ∈ [0, 1] permet de contrôler l’importance relative de la distance denœuds et de la

distance d’arêtes. Son choix dépend fortement de l’application et de la modélisation. Pour l’instant,

nous restons encore dans le cas le plus général indépendant de l’application. Les évaluations sont

donc limitées aux données artificielles. On suppose que des effets des deux distances sont égaux, et

on fixew = 0, 5. Pour simplifier, on modifie la définition originale en normalisant les coefficients à

1. La distance absolue entre deux graphes est ensuite définiesur l’ensemble de toutes les fonctions

valides par :

δ
(
G,G′) = min

m
δm

(
G,G′) (1.2)

Les attributs varient selon l’application et les caractéristiques utilisées pour la description du

contenu. Dans le but général, on suppose que les mesures de distances associéesδV andδE sont

définies comme suit :

δV : AV ×AV → R
+ (1.3)

δE : AE ×AE → R
+ (1.4)
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On suppose de plus qu’elles respectent les conditions d’unemétrique notamment la positivité,

la réflexivité, la symétrie et l’inégalité triangulaire.

Comme pour le problème d’isomorphisme, il existe des travaux visant à faciliter le calcul en li-

mitant la classe des graphes. Par exemple, Dickinson et al. (2004) se basent sur des graphes ayant des

sommets avec un étiquetage unique, c’est-à-dire chaque sommet possède une étiquette différente.

Le clustering de graphes, qui pose la question du regroupement des graphes similaires, est étroi-

tement lié à des questions de distances. Bien qu’il ne nécessite pas forcément une distance explicite,

une distance existe au moins implicitement. Deux exemples du clustering de graphes sont l’utilisa-

tion du supergraphe commun minimal (Bunke et al., 2003) et des cartes auto-organisatrices (Günter

& Bunke, 2002, 2003).

Les noyaux de graphes représentent également une façon de quantifier la (dis)similarité entre

graphes. L’idée fondamentale des noyaux est une transformation de l’espace des données,X , dans

un espace nommé des caractéristiquesF (feature space) :

φ : X → F (1.5)

L’espaceF représente mieux les données mais est généralement d’une dimension élevée voire

infinie. Afin d’éviter le fléau de la dimension, on ne travaillequ’implicitement dans cet espace. Les

algorithmes de noyaux se basent uniquement sur le calcul desproduits scalaires entre les éléments

deX . La fonction noyauk permet de calculer le produit scalaire dans l’espaceF en utilisant la

représentation des données dans l’espaceX , afin de ne jamais utiliser les transforméesφ(x) expli-

citement :

k : X × X → R (1.6)

∀x, y 〈φ(x), φy〉 = k(x, y) (1.7)

La difficulté principale réside dans la définition d’une fonction noyauk appropriée au données

qui d’une part, représente bien les données et, d’autre part, permet le calcul efficace des produits

scalaires. Des noyaux de chaînes ont été proposé par Lodhi etal. (2002). Ils forment la base de

plusieurs noyaux de graphes. Il y a notamment des noyaux de diffusion sur des graphes (Kondor

& Lafferty, 2002), des noyaux basés sur la distance d’édition, des noyaux basés sur des opérateurs

de régularisation (Smola & Kondor, 2003) et autres. Gärtneret al. (2003) montrent que le calcul

d’un noyau de graphe qui utilise tout l’information disponible est NP-difficile. Ceci implique des

limitations importantes des approches par noyaux. Si l’on souhaite conserver toute la généralité du

modèle de graphe, alors les noyaux ne sont pratiquement pas calculables. Afin de réduire le temps

de calcul, il faut accepter la perte d’information en projetant les graphes dans un espace moins

complexe et souvent moins discriminant.
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1.4.5 Appariements multivoques

En particulier dans le domaine des images, on trouve parfoisdes graphes de différentes granu-

larités, c’est-à-dire qu’un sommet décrit un objet à une échelle plus ou moins grande. Par exemple,

si l’on considère un graphe qui modélise des régions d’une image, on est confronté aux problèmes

de sous- et sur-segmentation. Selon l’algorithme (et ses paramètres) de segmentation choisi, on ob-

tient des graphes différents pour la même image. Dans le but d’établir un appariement entre de

tels graphes, il s’avère utile de permettre un appariement multivoque, c’est-à-dire une relation où

chaque sommet peut être en relation avec plusieurs sommets de l’autre graphe. A ce jour, il existe

trois approches pour définir une telle distance.

Boeres et al. (2004) et Deruyver et al. (2005) utilisent une relation non-bijective. Plus précisé-

ment, dans leur application plusieurs sommets d’un graphe peuvent être affectés à un seul sommet

dans le deuxième graphe. Leur application est l’appariement des images à des modèles prédéfinis.

Les images sont (automatiquement) sur-segmentées tandis que les modèles sont créés manuellement.

Ambauen et al. (2003) proposent une extension de la distanced’édition de graphes. Ils ajoutent

la subdivision d’un sommet et la fusion de sommets à l’ensemble des opérations. La subdivision

est définie de telle sorte qu’elle remplace un sommet par un ensemble de nouveaux sommets ; la

fusion représente l’opération inverse. Bien qu’il soit désormais possible de traiter certains cas d’ap-

pariements multivoques, l’approche est soumise à des contraintes. De fait, si l’on veut mettre en

correspondance les sommetsv1 et v2 du premier graphe avec le sommetv′1 du deuxième graphe, il

faut fusionner les deux. Il devient alors impossible de mettre en correspondance le sommetv1 avec

un autre sommetv′2 sans aussi mettre en correspondancev2 avecv′2.

Champin & Solnon (2003) suivent une approche plus génériqueappliquée aux graphes multi-

étiquetés. Leur mesure met en rapport le nombre de caractéristiques communes (dénomméesu)

entre deux graphes, le nombre de divisions de sommets et le nombre total de caractéristiques.

simm(G,G′) =
max
m

g1(G um G′)− g2 (splits(m))

g1(α ∪ α′ ∪ β ∪ β′)
(1.8)

Les fonctions génériquesg1 etg2 permettent la pondération entre les étiquettes correspondantes

et le nombre de divisions de sommets. Il est important de pénaliser un nombre de divisions trop

grand. En effet, quand on divise un sommet, alors il y aura plus d’éléments dans l’ensemble de

correspondances d’étiquettes. Tandis que cette mesure de similarité ne traite pas le problème d’iso-

morphisme inexact, une distance générique est proposée parSorlin et al. (2007). Les paramètres

génériques sont, non seulement les distances élémentaires(c’est-à-dire entre les sommets et entre

les arêtes), mais aussi la fonction d’agrégation qui reste àdéfinir. Ceci rend l’approche très géné-

rique, mais la nécessité d’implémenter tous ces éléments rend l’utilisation moins confortable.
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1.4.6 Appariements pour la recalage

Une application différente pour les appariements est la recalage de graphes, qui est générale-

ment effectué dans le contexte visuel. On essaye d’aligner des graphes afin d’identifier les sommets

correspondants localement. On s’intéresse alors aux graphes d’une manière plus profonde. Ceci est

particulièrement nécessaire pour retrouver un endroit surune photo satellite, si l’on ne possède qu’un

plan (Li et al., 2005).

1.5 Algorithmes

Il existe une grande variété de méthodes qui abordent les problèmes d’appariements de graphes.

Conte et al. (2004) donnent une vue globale complète dont nous reprenons ici quelques éléments.

Leur classification différencie d’abord le problème exact et le problème inexact.

Exact - recherche d’arbre Pour le problème exact, de nombreux algorithmes sont basés sur la

recherche d’arbre. On traverse un arbre d’appariements partiels, dont la racine est l’appariement vide

et les feuilles sont des appariements complets. À chaque niveau de l’arbre, une paire de sommets est

ajoutée à l’appariement. Les algorithmes diffèrent alors dans la stratégie utilisée à l’intérieur de cet

arbre, notamment sur le choix de la prochaine paire de sommets à ajouter. On utilise une stratégie

de chaînage arrière (backtracking), afin de garantir l’optimalité globale de la solution.

Un algorithme très célèbre de cette catégorie est l’algorithme A* d’Ullmann (1976). L’arbre est

parcouru d’abord en profondeur ce qui nécessite moins de mémoire qu’un parcours en largeur. L’al-

gorithme contient une procédure de raffinement qui tient compte des appariements futurs. De fait,

les appariements futurs sont filtrés afin d’exclure ceux qui ne sont pas cohérents avec l’appariement

partiel en cours de développement. Cette stratégie qui consiste à essayer d’élaguer un maximum

de branches basée sur une heuristique a par la suite été adoptée par de nombreux autres auteurs et

représente l’élément clef pour distinguer les approches eten particulier leurs performances. Dans

la même classe et aussi basé sur un parcours en profondeur, ontrouve par exemple l’algorithme

VF et son successeur VF2 (Cordella et al., 2004). Foggia et al. (2001) montrent l’efficacité de ces

algorithmes.

Exact - Nauty Parmi les approches qui ne sont pas basées sur un parcours d’arbre, il faut citer

Nauty (McKay, 1981), qui cherche un étiquetage canonique des sommets permettant leur ordonnan-

cement. Les règles utilisées dans le système sont basées surla théorie des groupes. Une fois qu’il a

trouvé un tel étiquetage (très difficile à trouver si les graphes sont trop réguliers), il suffit d’aligner

les sommets des deux graphes (en utilisant cet ordre bien évidemment) et de comparer les étiquettes

des sommets correspondants. Nauty permet, comme par ailleurs aussi les algorithmes VF et VF2,

d’apparier des graphes d’un millier de sommets en moins d’une seconde. Il n’y a pas d’algorithme
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meilleur que les autres pour tous les graphes. Si l’on compare Nauty et VF2, Nauty est plus rapide

sur des graphes denses, larges, et avec des connexions aléatoires tandis que VF2 a des avantages

sur des graphes plus réguliers et creux. Finalement on peut noter que pour plusieurs classes de

graphes, il existe des algorithmes d’une complexité plus faible qui exploitent les restrictions. Les

exemples classiques sont premièrement les graphes planaires pour lesquels un algorithme linéaire

existe (Hopcroft & Wong, 1974). Miller (1980) propose une extension qui s’applique aux graphes

de genre fini (bounded genus). Deuxièmement, un algorithme d’un complexitéO(n
5

2 ) a été proposé

pour des graphes bipartites. Troisièmement, pour la classeplus large des graphes pour lesquels le

degré est borné, un algorithme polynomial existe (Luks, 1982). Enfin, Babai et al. (1982) proposent

deux algorithmes polynomiaux pour des graphes dont la multiplicité des valeurs propres est bornée.

Un graphe vs une base On souhaite souvent comparer un graphe non seulement à un autre mais

à une base de graphes connus, en particulier dans les applications qui s’intéressent à l’identifica-

tion. Un algorithme particulièrement efficace pour cette tâche est Nauty. En effet, l’étiquetage d’un

graphe ne dépend pas du deuxième graphe, c’est-à-dire que l’on peut calculer l’étiquetage pour tous

les graphes dans la base en amont et au moment de la comparaison avec un nouveau graphe, on

calcule uniquement l’étiquetage de ce dernier. L’étape de comparaison qui suit est très légère. Mess-

mer & Bunke (2000) proposent de décomposer les graphes et de construire un index basé sur cette

décomposition. La décomposition est faite de manière récursive. Par conséquent l’index contient des

sous-graphes de différentes tailles dont la taille minimale est 1. L’idée fondamentale est d’exploiter

les sous-graphes qui sont communs à plusieurs graphes dans la base. Dans ce cas, l’appariement

n’est fait qu’une seule fois. La complexité est sous-linéaire avec le nombre de graphes dans la base

à condition qu’il existe des sous-structures communes. La complexité diminue quand les similarités

dans la base augmentent. Dans le cas extrême de graphes très similaires, la complexité devient indé-

pendante de la taille de la base. Dans le but de réduire le nombre de graphes à comparer, Irniger &

Bunke (2005, cf. aussi Irniger, 2005) utilisent un filtrage basé sur les arbres de décision.

Inexact - recherche d’arbre Le problème inexact n’est pas un problème de décision mais unpro-

blème d’optimisation combinatoire. Il est donc NP-difficile. On peut classer les algorithmes pour le

problème inexact en deux groupes : d’une part les algorithmes optimaux qui garantissent l’optimum

local, d’autre part les algorithmes approchés ou sous-optimaux dont le but est de réduire le temps de

calcul à un niveau acceptable.

On trouve en premier lieu des approches basées sur la recherche d’arbre comme dans le cas exact.

On effectue une recherche exhaustive de l’espace contenantla totalité des affectations possibles

entre les nœuds des graphes (Tsai & Fu, 1979). Proposé initialement pour des problèmes venant

du domaine visuel, le problème est aussi dénomméerror-correcting (Tsai & Fu, 1979; Sanfeliu

& Fu, 1983; Eshera & Fu, 1984). On commence par une affectation vide. Ensuite on ajoute des
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paires de nœuds une par une. L’espace des solutions prend la forme d’un arbre. Le niveauk est

composé de toutes les affectations partielles contenant exactementk paires de nœuds (Eshera & Fu,

1984; Tsai & Fu, 1979). Le choix de la paire à ajouter est effectué par un algorithme glouton. Une

affectation partielle est évaluée par la somme de la distance qu’elle impose sur les graphes, prenant

en compte uniquement les nœuds déjà fixés, et une estimation du coût minimal nécessaire pour la

compléter. Si l’on regarde une branche quelconque, la fonction d’évaluation est croissante avec le

niveau de l’arbre. Comme l’estimation du coût d’extension est une borne inférieure de la distance

réelle, chaque sous-arbre dont la racine a une valeur supérieure à la distance maximale acceptable

peut être ignoré sans risque d’omission d’une solution valable. L’algorithmeA∗ (Ullmann, 1976)

effectue cette recherche vers l’optimum local. Au cas où l’extension n’est plus possible, une stratégie

de chaînage arrière est appliquée. Quand la recherche arrive dans une feuille, une solution candidate

a été trouvée. Ici l’optimum global n’est pas garanti non plus, mais la distance imposée par cette

solution candidate est ensuite utilisée comme borne plus stricte et la recherche continue jusqu’à ce

que toutes les branches aient été évaluées.

De fait, l’algorithme initial ne tient pas compte du coût de l’extension. Plusieurs approches pro-

posent des heuristiques admissibles pour ajouter une borneinférieure au coût d’extension à la fonc-

tion d’évaluation. La méthode de Berretti et al. (2001) utilise un algorithme de relaxation discrète

pour la résolution d’un problème d’isomorphisme de graphesbipartites dont le résultat détermine

l’estimation du coût. En partant d’une affectation partielle dek sommets, ils cherchent à établir une

estimation de la distance finale en prenant en compte les coûts d’affectation desk sommets déjà ap-

pariés mais aussi desn−k sommets non encore appariés ainsi que leurs relations. La complexité du

calcul de l’extension optimale vers un appariement completéquivaut celle du problème d’isomor-

phisme de graphes den − k sommets. Afin de rendre le calcul polynomial et d’obtenir uneborne

assez strict en même temps, Berretti et al. (2001) abandonnent la contrainte que les extensions élé-

mentaires soient cohérentes entre eux. Pour chaque niveau entrek etn, ils choisissent l’appariement

du coût minimum qui est cohérent avec l’appariement d’origine. Toutefois, les appariements utilisés

pour l’estimation du coût de l’extension ne sont pas forcément cohérents entre eux. Cette astuce per-

met d’estimer ce coût en temps polynomial. Basée sur cette valeur, les affectations partielles, dont

l’extension vers une solution complète avec une similaritéacceptable est impossible, peuvent être

ignorées plus tôt. Ceci accélère l’algorithme en conservant l’optimalité du résultat. La méthode de

Berretti et al. (2001) est très performante et compte toujours parmi les algorithmes les plus efficaces

disponibles. Par contre, les tailles des graphes que l’on peut traiter en un temps faisable sont plutôt

de l’ordre de la dizaine que du millier (comme dans le problème exact).

Optimisation continue Les algorithmes d’optimisation continue forment le secondgrand groupe.

Le problème est transformé dans le domaine continu et devient un problème d’optimisation non-

linéaire. Les méthodes dans cette catégorie sont en généralapprochées et elles nécessitent la trans-
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formation de la solution dans le domaine d’origine. Il existe des méthodes basées sur la relaxa-

tion probabiliste, par exemple celle de Wilson & Hancock (1997), ou sur l’appariement pondéré

de graphes (weighted graph matching). Ce dernier est lié au problème du plus grand sous-graphe

commun. On utilise une matrice d’appariements avec des poids compris entre 0 et 1 et on optimise

cette matrice dans le domaine continu. Les algorithmes d’Almohamad & Duffuaa (1993) et Gold &

Rangarajan (1996) suivent cette approche. Une troisième transformation se base sur le théorème de

Motzkin & Straus (1965) lié à la recherche de cliques (Pelillo, 1999). L’appariement de graphes est

alors transformé en un problème d’optimisation quadratique.

Cesar et al. (2005) présentent une comparaison des différentes méthodes d’optimisation dans le

domaine d’application de la reconnaissance. Ils considèrent notamment des approches de recherche

d’arbre, des algorithmes génétiques et des algorithmes à estimation de distribution (Bengoetxea

et al., 2002).

Méthodes spectrales Les méthodes basées sur la théorie spectrale des graphes (Chung, 1997;

Godsil & Royle, 2001; Shokoufandeh et al., 2005) analysent les valeurs et les vecteurs propres de

la matrice d’adjacence. Les valeurs propres sont indépendantes des permutations de sommets. De

fait, si deux graphes sont isomorphes, alors leurs spectressont égaux. L’inverse par contre n’est

pas vrai : des graphes non-isomorphes peuvent avoir le même spectre. On les dénomme des graphes

co-spectraux. Une des premières méthodes est proposée par Umeyama (1988). Il utilise la décompo-

sition en valeurs et vecteurs propres des matrices d’adjacence pour en déduire la matrice orthogonale

qui est optimisée par la suite. Pour cela il supposeà priori que les graphes sont isomorphes. S’ils

le sont, alors la méthode trouve la permutation optimale. Siles graphes sont proches de l’isomor-

phisme, alors la solution est sous-optimale. Toutefois, pour des graphes non-isomorphes la qualité

des résultats diminue. Une idée utilisée en combinaison avec une approche spéciale est le clustering.

D’une part, un clustering des sommets avant l’appariement permet d’associer d’abord les clusters

et ensuite les sommets (Carcassoni & Hancock, 2001). D’autre part, Caelli & Kosinov (2004) pro-

posent de projeter les sommets dans l’espace propre des graphes et d’utiliser le clustering dans cet

espace afin de trouver les sommets à mettre en correspondance. Les méthodes spectrales donnent lieu

également aux méthodes exploitant les caractéristiques des parcours aléatoires (Gori et al., 2005).

A côté de ces trois principaux groupes d’approches il en existe encore de nombreuses autres. On

peut citer notamment les méta-heuristiques suivantes : lesréseaux de neurones (Jain & Wysotzki,

2005), l’optimisation par colonies de fourmis et le tabou réactif (Sammoud et al., 2006), ou encore

les EA. Nous donnons plus de détails sur ces derniers dans la section 1.8. Parfois, on rencontre éga-

lement des travaux plus généraux qui appliquent une méta-heuristique à une classe de problèmes.

Ainsi, Campos et al. (2005) appliquent lascatter searchà la classe des problèmes de permutation.

Bien que l’isomorphisme de graphes ne soit pas parmi les problèmes choisis pour illustrer la mé-

thode, il fait partie des problèmes de permutation.
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1.6 Méta-heuristiques

Les problèmes dont la complexité est NP ne permettent pas leur résolution exacte en un temps

raisonnable. Dans cette catégorie se retrouvent tous les problèmes d’optimisation combinatoire. Pre-

nons par exemple le problème du voyageur de commerce. Étant donné un ensemble de points (ou

bien villes) et les distances entre eux, on cherche le cheminle plus court qui les relie. Formellement,

on cherche le cycle hamiltonien minimal (dans le sens de poids accumulés) dans un graphe complet

pondéré. Sin est le nombre de sommets dans le graphe, il existe(n−1)!
2 cycles différents à évaluer.

Supposons que l’on possède une machine pouvant évaluer trois milliards de cycles par seconde ce

qui correspond à la fréquence de 3GHz des ordinateurs actuels2. Le temps de calcul pour un pro-

blème à 15 sommets est alors de 14.5 secondes. Si l’on passe à 20 sommets celui-ci s’élève à 234.7

jours. Le temps de résolution pour une instance à 22 sommets dépasse déjà l’espérance de vie hu-

maine avec 270 ans. Or, les problèmes réels sont de taille bien plus importante. Il n’est donc pas

envisageable de mettre en œuvre des approches exactes en réalité.

Quand on se trouve face à des problèmes d’une complexité élevée en pratique, on recourt souvent

à des heuristiques. Tandis qu’un algorithme classique obtient toujours la solution optimale et permet

de démontrer qu’une borne supérieure acceptable de son temps de calcul existe, une heuristique

assouplit un de ces deux critères : la plupart des heuristiques ne garantissent pas la solution optimale

mais recherchent uniquement une solution de bonne qualité.Cette simplification du problème mène

à une réduction considérable du temps de calcul. D’un autre côté, il existe des heuristiques qui sont

rapides en général, mais qui ne permettent pas de définir une borne supérieure du temps de calcul

dans le pire cas. Les heuristiques sont dépendantes du problème, on ne peut donc pas appliquer une

heuristique pour le problèmeX au problèmeY .

Une méta-heuristique est une heuristique généralisée et très flexible. Elle peut notamment être

appliquée à n’importe quel problème d’optimisation. Il existe deux types de méta-heuristiques :

celles qui construisent une solution, parmi lesquelles on peut citer les algorithmes gloutons et les

EA, et celles qui améliorent une solution existante. Ces dernières sont des algorithmes de recherche

locale dont le représentant le plus connu est l’algorithme de la descente de gradient. Á la différence

des heuristiques, les méta-heuristiques ne sont pas entièrement implémentées, mais elles définissent

une stratégie générale indiquant comment trouver une solution. Certains éléments de cette stratégie

doivent être implémentés en fonction du problème. En particulier elles nécessitent toujours une

fonction objective permettant d’évaluer l’état actuel de la recherche. Par la suite nous nous focalisons

sur les approches évolutionnaires et en particulier les GA.Nous intégrons aussi une méthode de

recherche locale.

Même si les méta-heuristiques considèrent ces parties comme des« boîtes noires» , la qualité

2. Ceci est une idéalisation surestimant la puissance de la machine parce que l’évaluation n’est pas une opération qui

se fait pendant un seul cycle du processeur.
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d’une méta-heuristique sur un problème concret varie beaucoup selon le choix de ces paramètres.

Il faut aussi noter que si une heuristique spécialisée pour un problème existe, ses performances

sont souvent meilleures que celles d’une méta-heuristique. L’avantage des méta-heuristiques est

leur variabilité et non pas forcément leur performance.

1.7 Algorithmes évolutionnaires

Les algorithmes évolutionnaires (EA) sont des méthodes d’optimisation inspirées de la théorie

de l’évolution darwinienne (Goldberg, 1989; Davis, 1991; Michalewicz, 1996; Bäck et al., 1997).

Le domaine se base historiquement sur trois approches toutes développées à partir des années 60.

Le point commun de ces approches et des nombreuses autres approches évolutionnaires est

l’utilisation d’un processus inspiré par la théorie de l’évolution darwinienne. Elles sont basées sur

une population d’individus dont chacun est une solution candidate du problème. Il existe un moyen

d’établir la qualité d’un individu, par la fonction d’évaluation.

On applique de façon répétée des opérateurs génétiques, notamment la sélection, le croisement

et la mutation, afin d’obtenir une qualité de solution croissante au fil des générations. D’une part, les

algorithmes génétiques permettent de résoudre des problèmes difficiles dans un temps raisonnable,

d’autre part une solution valide peut-être livrée à n’importe quel moment, la qualité augmentant en

général avec le temps. L’utilisateur peut, dans certaines bornes, fixer le compromis entre précision

et temps d’exécution directement à travers un critère d’arrêt adapté.

Stratégies évolutionnaires (ES) Les ES de Rechenberg (1973) et Schwefel (1981) abordent le

problème de l’optimisation continue. Le domaine de définition est un sous-ensemble deRd. Un

individu correspond donc à un vecteur de valeurs réelles. Lamutation des paramètres est souvent le

seul opérateur appliqué. Elle consiste à additionner une variable aléatoire gaussienne. Une stratégie

est définie par le nombre des parents,µ, et celui des descendants,λ. On distingue la stratégie+ et

la stratégie,. Dans la stratégie+ les parents peuvent passer à la génération suivante. Dans cebut,

on choisit parmi la population intermédiaire, composée deµ + λ individus, lesµ meilleurs. Dans

la stratégie, les parents sont toujours remplacés par leurs descendants.La nouvelle génération est

créée en choisissant lesµ meilleurs descendants. Ceci implique que le nombre d’enfants doit être

supérieur3 au nombre de parents (λ > µ).

Algorithmes génétiques (GA) Les GA de Holland (1975) forment la base de ce que l’on appelle

aujourd’hui les algorithmes génétiques classiques ou canoniques. Les individus sont représentés

comme des chaînes de valeurs. L’algorithme applique des opérateurs de croisement afin de recom-

biner l’information de deux parents et de mutation. Le nombre des descendants est égal au nombre

3. Siµ = λ les enfants sont choisis indépendamment de leur qualité. Iln’y aura donc pas de pression de sélection.
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des parents. A chaque génération les descendants remplacent la totalité des parents. La sélection se

fait au niveau des parents qui auront plus ou moins de chancesd’être sélectionnés pour le processus

de reproduction.

Programmation génétique (GP) Au lieu de trouver une solution précise à un problème, la GP

construit une description structurée de la solution dans unlangage en général régulier. Les chromo-

somes modélisent des programmes qui définissent des stratégies permettant d’obtenir la solution :

un individu est composé d’instructions et d’entrées organisées sous forme d’un arbre. Les entrées

se trouvent uniquement dans les feuilles, tandis que les nœuds internes représentent des opérations

sur les résultats de leurs sous-branches. L’algorithme ressemble à celui des GA à différence de la

mutation et du croisement : le croisement échange des sous-arbres entre deux individus, la mutation

remplace un sous-arbre par un nouveau sous-arbre aléatoire.

Les EA explorent des espaces de recherche immenses rapidement mais exploitent inefficace-

ment au niveau local. Les heuristiques de recherche locale présentent des caractéristiques inverses.

C’est pourquoi la combinaison des deux méthodes apporte uneamélioration considérable à la per-

formance totale (Wolpert & Macready, 1997; Renders & Flasse, 1996). On appelle ces approches

hybrides des algorithmesmémétiques(Moscato, 1989; Krasnogor & Smith, 2005). L’analogie à la

nature réside dans l’apprentissage pendant la vie. En effet, les algorithmes génétiques classiques li-

mitent l’apprentissage à la création d’un individu, celui-ci ne subit ensuite aucune évolution pendant

toute sa vie. Il est évident que pour les êtres naturels ceci n’est pas vrai : ainsi un enfant acquiert

presque toutes ses connaissances et capacités après sa naissance y compris les capacités élémentaires

de parler et de marcher. Les algorithmesmémétiquessimulent cet apprentissage par des méthodes

d’optimisation locale appliquées après le croisement. Un avantage par rapport à l’algorithme géné-

tique de base est que des connaissances spécifiques au domaine d’application peuvent être prises en

compte afin d’affiner les individus. Pour toutes ces raisons la qualité des solutions et la vitesse de

convergence augmentent.

L’efficacité des EA dépend de manière critique de l’ajustement des hyper-paramètres (cf. Eiben

et al., 2007). De fait, l’optimisation des paramètres constitue un problème d’optimisation combina-

toire elle-même. Comme toutes les méta-heuristiques, les EA sont plus lents qu’une méthode spé-

cifique pour l’application visée. Bien que des preuves de convergence existent, celles-ci supposent

que le temps de calcul est infini. Par conséquent, en pratiquela solution optimale globale n’est pas

garantie.

En ce qui concerne les avantages des EA, on peut d’abord noterles nombreuses applications pos-

sibles. Deuxièmement, ils permettent de traiter des problèmes d’une grande complexité (de l’espace

de recherche en particulier). Troisièmement, ils permettent une parallélisation facile comme nous

le montrons dans le chapitre 5. Il s’agit par ailleurs des algorithmesanytimece qui signifie qu’une

solution candidate valide puisse être rendue à n’importe quel moment. Cette propriété est particuliè-
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rement intéressante pour des applications très coûteuses qui nécessitent un compromis entre temps

de calcul et précision (Horvitz & Zilberstein, 2001; Finkelstein & Markovitch, 2001; Hansen & Zil-

berstein, 2001). De plus, si une heuristique spécifique existe alors celle-ci peut-être intégrée dans les

EA.

Dans le chapitre 2 nous présentons les paramètres principaux pour le problème d’isomorphisme

inexact de graphes. Le but de cette étude n’est pas d’optimiser chacun d’eux mais d’illustrer l’effi-

cacité d’un algorithme génétique sur ce problème.

1.8 Approches génétiques dans l’état de l’art

Il existe des approches génétiques pour la résolution du problème d’isomorphisme de graphes.

Leurs différences techniques se trouvent principalement dans le choix des opérateurs. Ainsi, Singh

et al. (1997) proposent deux types de codage différents, le codage binaire et la représentation de

chaînes de nombres entiers (integer string representation) qui correspond au codage de permuta-

tions. Ils proposent le croisement et la mutation par couleur (color crossover, color mutation). L’idée

fondamentale est d’employer une classification donnée des nœuds. Ensuite, on peut réduire l’espace

de recherche en ne permettant que les alignements dont tous les nœuds correspondants possèdent la

même classe. La classification doit être telle que la distance la plus grande à l’intérieur de n’importe

quelle classe soit inférieure à la distance la moins élevée entre deux éléments de classes différentes.

Néanmoins, le problème est d’obtenir une telle classification pour chaque application. Bien que ce

soit facile dans certaines applications comme les molécules où la classification est donnée par les

éléments chimiques, dans d’autres applications notammentlorsque les valeurs associées aux nœuds

sont numériques cela devient plus difficile.

Singh et al. mènent leurs expérimentations sur des graphes comptant 10, 30 et 50 nœuds. Dix

graphes sont construits aléatoirement pour chaque taille de telle sorte que le degré moyen de chaque

sommet soit entre 3 et 4 pour les graphes de tailles 10 et 30, etautour de 8 pour les autres. Les

algorithmes sont ensuite appliqués trois fois pour chaque instance du problème. Ils concluent qu’il

n’y a pas de différence de performance entre le croisement basé sur l’ordre (OX), le croisement cy-

clique (CX) et le croisement à correspondance partielle (PMX) tandis que le croisement par couleur

(color crossover; en utilisant deux couleurs) améliore les résultats. Cependant ils ne spécifient pas

quel opérateur (OX, PMX ou bien CX) est utilisé sur les deux parties des chromosomes. De plus,

l’évaluation se limite sur l’intervalle du nombre de générations pour obtenir la bonne solution, par

exemple 30-50 pour des graphes de taille 10 ce qui laisse une grande marge d’interprétation.

Wang et al. (1997) utilisent le PMX et la mutation d’échange.De plus, ils introduisent la muta-

tion du premier (first mutation) qui consiste à effectuer une recherche locale du typetwo-optunique-

ment autour du meilleur individu de chaque génération. Les expérimentations sont basées sur une

base de graphes aléatoires dont les attributs sont compris entre 0 et 100. Ils considèrent en outre du
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bruit en ajoutant une valeur entre−ε et+ε à tous les attributs. Les niveaux de bruitε sont de 5, 10,

15 et 20. 50 paires de graphes sont créées pour chaque test. Lataille maximale de graphes est de 20

et les résultats obtenus montrent que la qualité des solutions diminue beaucoup avec la taille et le

niveau de bruit.

Torres-Velázquez & Estivill-Castro (2002) se basent sur lamême stratégie que Wang et al. (1997)

pour évaluer leur approche. Ils utilisent une recherche locale guidée parquicksort. Avec cela ils

améliorent les résultats précédents.

Cross et al. (1997, cf. aussi Cross & Hancock, 1999) proposent le croisement géométrique (geo-

metric crossover). Cet opérateur n’est applicable qu’à l’isomorphisme de graphes planaires. Plus

précisément, il faut que les nœuds des graphes soient des points dans un espace de deux dimen-

sions. On choisit une coupe aléatoire qui passe par le centre(Centroid) de l’un des graphes. Puis,

on échange les appariements d’un sous-ensemble de nœuds parcelles de l’autre parent. En effet,

ceci peut-être considéré comme croisement brassé avec un brassage adapté aux problèmes de deux

dimensions. Myers (1999, cf. aussi Myers & Hancock, 2001) montre quelques années plus tard

que le croisement géométrique ne donne pas de résultats meilleurs que les croisements uniformes.

En effet, les opérateurs considérés sont le croisement uniforme (UX), le croisement à deux points

(two-point-crossover), le croisement semi-uniforme (HUX)4 et le croisement géométrique. Les ex-

périmentations sont menées sur une base de quatre paires de graphes de taille 30. Pour obtenir les

graphes, on crée d’abord 30 points dans un espace 2D. Puis on connecte chaque nœud avec 6 de ses

voisins les plus proches. Le deuxième graphe de chaque paireest obtenu par l’addition de 10% de

bruit sur les attributs des nœuds et des arêtes. De même, Myers duplique 10% des nœuds afin de

simuler un effet correspondant à la sur-segmentation des images.

Suganthan (2002) applique un algorithme génétique qui utilise le croisement à un point (one-

point-crossover) et la mutation« standard», c’est-à-dire qu’un allèle est remplacé par une valeur

aléatoire. Son travail se focalise sur la comparaison des formes géométriques. Plus tard, Khoo &

Suganthan (2003) appliquent UX et introduisent un opérateur de croisement spécialisé. Il consiste à

choisir de façon déterministe pour chaque gène de l’enfant le gène ayant la plus hautefitnessparmi

les deux de ses parents. Lafitnessd’un certain gène dépend des autres gènes. L’évaluation d’un gène

seul n’est donc pas évidente. Khoo & Suganthan proposent unecombinaison pondérée de la fonction

d’évaluation unaire et de la fonction d’évaluation binaire. La première prend en compte seulement

les attributs des deux nœuds associés directement par le gène tandis que la deuxième prend aussi en

compte toutes les arêtes concernées. Le nom binaire vient dufait que chaque arête est définie par une

paire de nœuds. Le poids de lafitnessunaire devrait diminuer avec l’avancement de l’algorithme,

car au début on considère que peu d’associations sont bonnes, tandis que vers la fin on peut supposer

le contraire.

4. Le HUX fonctionne comme le croisement uniforme avec la condition supplémentaire d’échanger exactement 50%

des gènes entre les parents.



Chapitre 2

Algorithmes génétiques pour

l’isomorphisme de graphes

La performance d’une méta-heuristique en général et des algorithmes évolutionnaires (EA) en

particulier sur un problème précis dépend fortement de l’implémentation des parties« boîtes noires»

et des paramètres choisis. Par conséquent, il est importantde l’adapter à chaque problème donné.

Dans ce chapitre, nous introduisons d’abord les méthodes pour étudier les EA théoriquement

et empiriquement dans la section 2.1. Nous nous intéressonsparticulièrement aux conditions d’une

bonne évaluation. Ceci concerne le choix des mesures de performance ainsi que le cadre de la com-

paraison avec d’autres approches.

Nous développons ensuite le cadre général de l’applicationde l’EA sur le problème d’isomor-

phisme de sous-graphe. Nous détaillons chaque étape dans lasection 2.2.

2.1 Étude des algorithmes évolutionnaires

Le développement d’un cadre définissant un EA pour un problème donné nécessite la compa-

raison des différentes implémentations possibles. Pour cela, il faut évaluer chaque choix en ce qui

concerne, en particulier, les opérateurs et les paramètres.

On peut étudier un EA donné principalement de deux manières.La première méthode est l’ana-

lyse théorique de ses caractéristiques. La deuxième approche est l’analyse empirique de l’algo-

rithme. Les deux méthodes ont leurs avantages et inconvénients respectifs. En ce qui concerne

l’analyse théorique, qui sera détaillée dans la section 2.1.1, elle fournit toujours des résultats gé-

néralisables, mais uniquement sur des EA simplifiés. Quant àl’analyse empirique (cf. Sec. 2.1.2,

p. 27), elle peut être appliquée même sur les EA les plus complexes, mais on ne peut pas toujours

généraliser les résultats obtenus. Ce dernier est le plus souvent utilisé pour la recherche appliquée.

23
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2.1.1 Analyse théorique

Le développement de la théorie des EA est en retard par rapport à leur utilisation pratique. On se

base souvent sur des études empiriques au lieu de résultats théoriques. Une compréhension théorique

des EA pourrait expliquer par exemple sur quelles classes deproblèmes ils fonctionnent bien. Une

théorie soutiendrait le processus du choix du codage, des opérateurs et des autres paramètres. Une

question particulièrement analysée est la question de convergence des EA (cf. par exemple Rudolph,

1994, 1996; Hansen et al., 2003; Auger, 2005).

Ces deux aspects sont aussi à la base de la recherche d’une modélisation théorique globale. De

fait, les EA sont des systèmes complexes dynamiques avec unemultitude de variables. Les résultats

théoriques existants sont restreints à une certaine combinaison de paramètres fixés (codage, opéra-

teurs, forme de la fonction d’évaluation,...). De plus, lesproblèmes sur lesquels les EA fonctionnent

bien sont généralement des problèmes complexes et par conséquent difficiles à décrire. Une autre

difficulté est qu’il s’agit de processus aléatoires. Une analyse stochastique est donc nécessaire. Cela

implique que les résultats montrent globalement le comportement moyen et non chaque aspect sé-

parément.

Par la suite nous allons présenter les principaux concepts théoriques existants.

Théorème du schéma La notion de schéma a pour but de grouper des chromosomessimilaires.

Un schémaH est une chaîne de caractères (comme les chromosomes eux-mêmes) qui contient des

caractères de l’alphabet et des caractères génériques (don’t care symbol). Pour ces derniers, on utilise

souvent les symboles * ou #. SoitA l’alphabet des chromosomes, alors l’alphabet des schémas

correspondants estA ∪ ({∗} ∨ {#}). Un allèle est défini par un schéma, s’il contient un symbole

deA et non le caractère générique. Un schéma décrit l’ensemble des chromosomes dont les gènes

qui sont définis dans le schéma correspondent à ces derniers.En ce qui concerne les occurrences des

caractères génériques les chromosomes peuvent contenir n’importe quelle valeur à cette position.

Un schéma décrit ainsi un hyperplan dans l’espace de solutions. On peut caractériser un schéma en

utilisant l’ordre correspondant au nombre des allèles définis et lalongueur définiequi compte la

longueur de la sous-chaîne entre le premier et le dernier allèle défini. Voici un exemple avec codage

binaire : la chaîne *10*01* est un schéma. Son ordre est 4 et salongueur définie est 5 (on prend en

compte la seconde étoile, celle entre 0 et 0). Les chromosomes 0100010 et 1101011 correspondent

à ce schéma tandis que le chromosome 0110010 ne lui correspond pas.

Le théorème du schéma de Holland (HST, 1975) est un résultat fondamental basé sur les sché-

mas. Il montre que des schémas d’unefitnesssupérieure à la moyenne se reproduisent de manière

exponentielle dans la population. De fait, il met en relation le nombre d’occurrences d’un schéma

dans une génération en fonction de son nombre dans la génération précédente. Il s’applique aux GA

qui utilisent la stratégie de sélection proportionnelle à lafitness(fitness proportionate selection). On
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définit d’abord lafitnessd’un schémaf(H) comme moyenne desfitnessdes chromosomes qui lui

correspondent. Holland (1975) utilise les occurrences dans la population au lieu de l’ensemble des

chromosomes possibles. Soitq(H, t) la quantité de chromosomes dans la population au momentt

qui correspondent au schémaH, F la valeur moyenne de lafitnesssur la population etpd la pro-

babilité que le schéma soit perturbé (disrupted) par un opérateur, alors l’espérance du nombre de

chromosomes du schéma à la générationt+ 1 vérifie l’inégalité

q(H, t+ 1) ≥ q(H, t)× f(H)

F
× (1− pd) (2.1)

La probabilité de perturbation du schémapd est très dépendante des opérateurs utilisés. Si l’on

considère le croisement à un point et une mutation qui affecte un seul gène, alors elle dépend d’ordre

o(H) du schéma et de sa longueur définield(H) comme suit :

pd = 1−
(
1− pc

ld(H)− 1

l − 1

)
×

(
1− pm

o(H)

l

)
(2.2)

Les variablespc et pm sont les probabilités de croisement et de mutation etl est la longueur

totale des chromosomes. En effet, le croisement perturbe leschéma si le point choisi se situe entre

des gènes définis du schéma. Pour la mutation il suffit qu’ellesoit appliquée sur un gène défini. Pour

d’autres opérateurs, le calcul de la probabilité de perturbation change évidemment. Les dépendances

qu’il faut prendre en compte ne se limitent pas forcément à l’ordre et la longueur définie du schéma.

Le HST est une inégalité car il ne tient pas compte (dans sa version originale) de la possible

création du schéma par les opérateurs. Il montre en bref que des schémas ayant une meilleurefitness

que la moyenne se reproduisent exponentiellement dans les populations suivantes.

L’analyse des schémas est très liée à l’hypothèse que les EA fonctionnent à travers desbuilding

blocks. Un building blockest un sous-ensemble du chromosome qui contient des gènes proches

(de préférence des voisins directs sur le chromosome). De plus, safitnessest plus haute que la

moyenne. L’hypothèse est que l’algorithme trouve la solution à travers d’une recombinaison réitérée

desbuilding blocks. On suppose que, au fil du temps, lesbuilding blocksdeviennent plus grands

jusqu’au moment où ils couvrent la totalité du chromosome.

Le HST a de nombreuses limites. Tout d’abord il décrit uniquement le passage d’une génération

à la suivante et ne permet pas d’analyses à long terme. Ceci vient du fait que la dynamique de

certaines caractéristiques de la population n’est pas prise en compte. Par exemple, lafitnessrelative

d’un schéma baisse au fil des générations car safitnessabsolue reste constante, mais la moyenne dans

la population augmente. Il y a d’autres hypothèses qui limitent son application. D’abord, les schémas

doivent être courts et de petit ordre, sinon la probabilité de perturbation domine le processus. De

plus, il ne tient pas compte de tous les effets des opérateursde croisement et de mutation. Enfin,

le but final est la création des schémas longs, mais dans ce cas, le HST n’est plus applicable car la

probabilité de perturbation est proche de un.
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Malgré toutes les critiques (Vose, 1999; Reeves & Rowe, 2003) sur l’hypothèse desbuilding

blocks, des travaux sont toujours menés dans le domaine. Récemment, Stephens & Cervantes (2007)

posent la question :Just What are Building Blocks? Ils étudient notamment les conditions sous

lesquelles la recombinaison est avantageuse.

Systèmes dynamiques Vose (1999) propose l’analyse du SGA (Simple Genetic Algorithm) avec

des méthodes venant de la théorie des systèmes dynamiques (Katok et al., 1997). Un système dy-

namique contient trois éléments : premièrement, l’espace des états possibles du système, ce qui

correspond à l’ensemble des populations ; deuxièmement, une notion du temps qui est généralement

discrète pour les GA ; et enfin, une loi de transition de l’étatactuel (ou d’une chaîne d’états précé-

dents) vers le prochain état du système. Pour les EA le passage d’une génération vers la prochaine

est un processus stochastique. Afin d’obtenir une fonction de transition déterministe, on utilise un

modèle avec une population infinie. Dans ce cas, la population suivante correspond exactement à

l’espérance sur celle-ci. L’application de la théorie devient donc possible. L’analyse se base sur des

points fixes. De fait, le système converge vers l’un des points fixes. Il est possible de prédire la

trajectoire complète du système mais ceci est évidemment très coûteux.

Pour des populations finies, les points fixes obtenus dans le cas des populations infinies peuvent

servir d’approximation. Toutefois, un tel point fixe n’est pas forcément parmi les populations (finies)

possibles. On peut modéliser la trajectoire à l’aide d’une chaîne markovienne. Ainsi, la preuve de

convergence présentée par Rudolph (1994) utilise cette approche.

Tous les modèles précédents souffrent de leur complexité qui les rend pratiquement inapplicables

aux problèmes réels. Une idée de simplification vient de la physique statistique (Shapiro, 2001;

Burjorjee, 2007). Au lieu d’analyser les effets au niveau élémentaire (par exemple le mouvement de

particules), on utilise des mesures macroscopiques (par exemple la température, des flux globaux).

De cette manière, on réduit énormément le nombre de variables et ainsi la complexité algorithmique

des simulations. Le modèle nécessite des hypothèses sur lescaractéristiques macroscopiques qui

limitent son application à certaines classes d’EA (McCall,2005).

Il est important de noter que des approches théoriques visent à simplifier les EA pour rendre

leur analyse mathématique faisable. Par exemple, Neubauer(2008) propose d’utiliser une sélection

alternative (α-sélection) dans le cadre de l’algorithme génétique simple. Les algorithmes utilisés en

pratique sont généralement beaucoup plus complexes que ceux qui sont analysables. Ceci montre

que l’on est encore loin d’un modèle théorique complet qui réponde à la question principale dans

la généralité : Comment et pourquoi les algorithmes génétiques fonctionnent-ils ? Des études empi-

riques sont alors nécessaires. Néanmoins plusieurs résultats théoriques facilitent déjà l’implémen-

tation d’un EA. Par exemple un EA converge uniquement s’il mémorise la meilleure solution (Ru-

dolph, 1994). Il semble aussi que des taux de mutation positifs, mais petits, et des taux de croisement

élevés, mais inférieurs à 1, sont utiles.
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2.1.2 Analyse empirique

Notre objectif de recherche est de trouver un EA performant pour le problème de l’isomor-

phisme de graphes. Nous nous basons sur plusieurs mesures pour évaluer la qualité d’un algorithme.

En général, on analyse le temps de calcul ainsi que la précision, c’est-à-dire la qualité de la solution

fournie. Alors que ces deux mesures font référence à la fin de l’algorithme, nous nous intéressons

aussi à certaines mesures qui évoluent avec les générations. Ceci permet surtout pendant le para-

métrage d’avoir une meilleure vue sur le processus évolutionnaire. Par exemple, l’observation de la

diversité permet de déterminer si l’algorithme est en trainde converger. Par la suite nous présentons

d’abord les mesures de fin de l’exécution et ensuite les mesures évolutives.

Les EA sont des méthodes stochastiques. On n’obtient donc généralement pas la même solution

à chaque exécution. Par conséquent, l’évaluation s’appuiesur une analyse statistique de plusieurs

exécutions indépendantes. Nous proposons de toujours faire 30 itérations par paire de graphes dans

la base, ce qui donne des résultats assez fiables. Cette approche génère un grand nombre d’ob-

servations qu’il est impossible d’évaluer manuellement. Nous fusionnons les résultats obtenus sur

des paires de graphes différentes ayant les mêmes caractéristiques (par exemple la même taille et

le même niveau de bruit). Avec une cinquantaine de paires de graphes, cela nous amène à 1500

observations à évaluer par test.

Loi normale gaussienne (0,1) Loi uniforme [−1 ; +1]
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FIGURE 2.1 – Exemple de deux boîtes à moustaches représentant d’un échantillon de 10000 valeurs

d’une distribution gaussienne et d’une distribution uniforme.
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Nous avons constaté que l’utilisation exclusive de la valeur moyenne omet typiquement des in-

formations importantes sur la variabilité des données. L’écart type est un moyen pour décrire la

variabilité. Toutefois, la moyenne et l’écart-type décrivent un échantillon complètement seulement

si les données suivent une distribution gaussienne. Les boîtes à moustaches (boxplotou diagrammes

box-and-whisker, Tukey, 1977; McGill et al., 1978; Velleman & Hoaglin, 1981)quant à elles ne

nécessitent pas d’hypothèse sur la distribution des données. De plus, leur visualisation (cf. Fig. 2.1

pour deux exemples) est très intuitive. Une boîte à moustaches est basée sur les quartiles. Chaque

quartile décrit exactement un quart de l’échantillon. Le premier quartile représente les 25% des don-

nées les plus faibles et sa valeur associée est sa plus grandevaleur, le deuxième les 25% suivantes,

etc.. La valeur du deuxième quartile est la médiane. Les boîtes à moustaches sont constituées d’un

rectangle, la boîte, et ses extensions. La boîte contient lamoitié des données et représente les ob-

servations moyennes, plus précisément l’écart interquartile, c’est-à-dire la distance entre le premier

et le troisième quartile. On y ajoute une ligne à l’endroit oùse trouve la médiane. Le minimum et

le maximum de l’échantillon sont visualisés par une ligne d’extension à partir de la boîte. Afin de

distinguer les exceptions on définit un plafond de la longueur totale des extensions, qui est normale-

ment égal à 1.5 fois la taille de la boîte. Toutes les valeurs qui se trouvent à l’extérieur de cette borne

sont considérées comme exceptions. Elles sont visualiséespar des points.

Mesures à la fin de l’exécution

Dès que l’algorithme cesse l’exécution, on obtient la meilleure solution trouvée.

Précision En ce qui concerne la précision, celle-ci peut-être évaluéeen utilisant la solution op-

timale si celle-ci est connue. Par exemple, on peut la déterminer avec une approche exhaustive.

Toutefois, ceci n’est possible que pour de petites instances du problème en raison de la complexité

exponentielle de ces approches. Quand on utilise des données artificielles, il est possible, sous cer-

taines conditions, d’identifier la solution optimale au moment de la création du test : nous utilisons

une méthode qui génère un graphe, et qui ensuite utilise une permutation aléatoire pour en extraire le

graphe et finalement ajoute du bruit. On considère alors la permutation aléatoire comme la solution

de référence. Nous pouvons alors facilement déduire la distance entre les deux graphes sous cette

permutation. Nous supposons que celle-ci est bien la solution optimale, bien qu’il soit possible que

l’introduction du bruit change le graphe de telle sorte qu’une autre solution ait une distance infé-

rieure. Nous n’avons cependant pas constaté un tel phénomène jusqu’au niveau maximal du bruit

choisi (±10%).

Par ailleurs, le même effet peut intervenir lorsque l’on traite des problèmes concrets, générale-

ment en utilisant des données bruitées. Dans ce cas, on n’a aucune garantie que la meilleure solution

numérique corresponde à la meilleure solution réelle. Contrairement aux données synthétiques, il

n’y a aucun moyen d’éviter cela et non plus de l’identifier dans ces contextes.
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Techniquement, il existe des faibles variations de la distance dues à la précision de calcul

(cf. Ann. E, p. 257 pour plus de détails) dépendant de l’implémentation. Nous avons été donc

contraints d’introduire une tolérance numérique pour la comparaison des résultats. On note que

ceci n’est pas seulement nécessaire quand on passe à un autrealgorithme ou environnement (par

exemple, d’un EA vers un algorithme A* ou de MATLAB vers Java)mais aussi quand on calcule la

valeur sur deux chemins différents, par exemple dans le cadre de la recherche locale dont la nouvelle

fitnessse détermine par la différence entre l’anciennefitnesset le gain. Avec une précision double

une tolérance suffisante pour nos tests estτ = 10−15. Soientc un chromosome,d la distance de

référence entre les deux graphes, etf la fonction d’évaluation (inverse), alors le fait quec est la

bonne solution n’est pas équivalent àf(c) = d mais àf(c) < d+ τ .

Étant donné une solution de référence, on est en mesure de calculer le taux d’exécutions de

l’algorithme génétique pour lesquelles la solution optimale a été trouvée, ce que l’on appelletaux de

réussite, ou SR poursuccess rate(Eiben & Smith, 2007). Nous ne nous intéressons pas seulement

à ce pourcentage, mais aussi à la question de savoir si les solutions trouvées sont, pour la plupart,

proches ou éloignées de la solution optimale, surtout dans le cas des solutions non-optimales. En fait,

une solution qui est très proche de la solution optimale peutêtre satisfaisante dans de nombreuses

applications tandis qu’une solution qui est loin ne l’est sûrement pas. Si l’on se place dans le contexte

d’une application d’identification, il suffit que la distance trouvée avec le graphe correspondant soit

inférieure à la distance des autres graphes de la base pour que le résultat final soit correct.

On introduit ainsi l’erreur par rapport à la solution de référence. La valeur absolue de l’erreur

(f(c) − d) dépend non seulement de la qualité de la solution trouvée (déterminée par la fonction

d’évaluationf(c)) mais aussi de la distanced entre les graphes choisis. Par conséquent, il y a aussi

une dépendance à la taille de graphes et au niveau du bruit. Afin d’exclure toute influence de ce type,

nous normalisons l’erreur par rapport à la solution de référence. La mesure normalisée se calcule

alors parf(c)−d
d .

Dans le cas de graphes exactement isomorphes, ceci est impossible parce que la distance de

référenced est nulle. Nous conservons donc les valeurs absolues non normalisées.

Si l’on souhaite comparer des résultats sur différents niveaux de bruit, nous constatons que

les erreurs normalisées par la solution de référence sont croissantes avec le niveau de bruit. Nous

cherchons donc à éliminer cette influence. Les données sont créées aléatoirement et du bruit a été

ajouté indépendamment à chaque arête et à chaque sommet. Comme le nombre d’observations in-

dépendamment du bruit est alors assez élevé, nous pouvons appliquer la loi des grands nombres et

supposer que la distance moyenne entre des arêtes et des sommets correspondants des deux graphes

est égale à l’espérance mathématique de la variable qui contrôle le bruit. Nous disposons alors d’un

moyen de normalisation supplémentaire parce que nous pouvons facilement calculer l’espérance

mathématique de l’erreur par rapport à la taille de graphes et du niveau du bruit.
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Complexité de l’algorithme La mesure la plus directe de la complexité temporelle d’un algo-

rithme est sa durée d’exécution. On constate cependant que cette mesure n’est pas optimale pour des

raisons diverses : le temps de calcul est non seulement dépendant de l’ordinateur et de toutes ses ca-

ractéristiques, à la fois matérielles et logicielles (du système d’exploitation par exemple), mais aussi

de l’implémentation. L’utilisation d’un langage plus ou moins efficace, du plus bas niveau comme

de l’assembleur ou de plus haut niveau comme des langages orientées objets, peuvent considéra-

blement changer le temps de calcul, alors que l’algorithme en lui-même reste identique. De même,

certaines optimisations du code source peuvent apporter ungrand avantage. Si l’on veut comparer

des méthodes que l’on trouve dans la littérature, cette comparaison peut donc être fortement influen-

cée par les connaissances en programmation des auteurs. Il est pratiquement impossible d’identifier

si les éventuelles différences viennent de l’algorithme oude son environnement. Même si l’on reim-

plémente tous les algorithmes soi-même, à part le fait que ceci prend beaucoup de temps, on n’est

pas sûr d’avoir implémenté les deux algorithmes avec le mêmesoin.

Bien que le temps de calcul soit parfois la seule valeur disponible pour comparer (notamment

quand on s’intéresse à des méthodes très différentes), nousnous intéressons à des mesures qui visent

plutôt l’évaluation de l’algorithmique. Dans le cadre des différentes approches génétiques, on peut

utiliser d’autres mesures comme par exemple le nombre de générations. Il s’avère alors nécessaire

d’examiner le critère d’arrêt. En effet, on cesse souvent l’exécution après qu’un nombre donné de gé-

nérations n’améliore plus le résultat. Ce critère est normalement combiné avec un plafond en nombre

maximal de générations, qui n’est en aucun cas franchi. De temps en temps, on peut aussi définir

une qualité de solution suffisamment bonne pour s’arrêter. L’utilisation de ces trois critères pose

problème dans leur comparaison. Par exemple, quand on arrive au plafond, alors qu’aucune bonne

solution n’a été trouvée et que les dernières générations ont toujours apporté des améliorations. En

ce qui concerne le critère adaptatif des générations sans changement, les dernières générations sont

prises en compte bien qu’elles n’apportent pratiquement rien. Si l’algorithme cesse parce que la

solution optimale est atteinte, l’arrêt est immédiat. Nousconstatons cela notamment quand nous

comparons des graphes exactement isomorphes, alors nous savons que la solution finale a été trou-

vée si l’on arrive à une distance de zéro. Afin de comparer le nombre de générations réellement,

on ne s’intéresse qu’àla génération dans laquelle la solution finale a été trouvée. Néanmoins, cela

ne nous permettra pas de comparer des algorithmes ayant des tailles de population différentes car

l’effort de calcul par génération est dépendant du nombre dechromosomes à traiter.

Les GA sont en général appliqués sur des problèmes complexesqui sont NP. Le calcul de la

fonction d’évaluation nécessite un temps polynomial par rapport à la longueur du chromosome ce

qui est très important. Comme les opérations de l’algorithme lui-même ont généralement une très

faible complexité, notamment par rapport à la fonction d’évaluation, cette dernière nécessite le plus

de temps de calcul. On s’intéresse donc au nombre d’appels à la fonction d’évaluation. Cette mesure

est invariante par rapport à la taille de la population (en général, elle est le produit de la taille de
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population par le nombre de générations). Toutefois, lorsqu’un algorithme génétique contient des

autres parties d’une complexité similaire à celle de la fonction d’évaluation, comme par exemple

une heuristique de recherche locale ou une stratégie gloutonne, la comparaison basée sur le nombre

d’appels à la fonction d’évaluation ne fournit pas de résultats fiables. C’est le cas, en particulier,

si l’on souhaite comparer un algorithme qui contient une telle composante avec un autre qui n’en

contient pas. Dans ce cas, on peut éventuellement mettre en relation la complexité de cette compo-

sante avec la complexité de la fonction d’évaluation (commenous le faisons pour la recherche locale

dans la section 4.1.1, p. 111) ou bien on utilise le temps de calcul comme mesure en acceptant les

inconvénients mentionnés précédemment.

Mesures à observer pendant l’exécution

Une mesure particulièrement intéressante pendant le processus évolutionnaire est la diversité de

la population qui décrit la variabilité de ces individus. Une population qui contient de nombreuses

copies d’un seul individu est très peu diversifiée. Une faible diversité peut impliquer que l’algo-

rithme est en train de converger pas nécessairement vers l’optimum global. Afin de bénéficier de

l’exploration parallèle de l’algorithme génétique, il faut qu’il n’y ait pas trop d’individus identiques

dans la population. Le problème principal est que les meilleurs chromosomes risquent d’absorber

la population, c’est-à-dire que la population ne contienneque des copies d’eux. Si cela arrive trop

tôt, on risque obtenir un optimum local et l’exploration cesse. On dénomme cet effet la convergence

prématurée.

La diversité peut être mesurée par le taux de chromosomes nonidentiques dans la population,

ce qui implique la comparaison de tous les chromosomes. Une simplification qui réduit le temps

de calcul est de compter les valeurs uniques de la fonction d’évaluation. On peut, dans le cas de

l’isomorphisme inexact, supposer que des individus ayant exactement la mêmefitnesssont égaux.

Une mesure plus générique est basée sur la distance de Hamming entre les individus. Cette

distance met en relation les gènes qui coïncident avec les gènes qui diffèrent sur une paire de chro-

mosomes. Elle examine uniquement le génotype des chromosomes, contrairement à la première

mesure. Afin d’obtenir une valeur sur toute la population, ilfaut d’abord calculer la distance de

Hamming entre tous les chromosomes. Puis, on agrège les résultats en une seule valeur.

Il est particulièrement intéressant d’étudier s’il est possible d’atteindre n’importe quelle solution

valable sans mutation à partir de la population actuelle. Nous avons donc appliqué une autre mesure

visant à vérifier si, pour chaque position et chaque allèle, il y a au moins un individu avec cette

combinaison. De fait, s’il existe une position sur laquelleil y a un allèle manquant, alors cette

correspondance ne peut pas être établie avec des opérateursde croisement basés sur la position

absolue (non perturbateurs) ou du CX.

L’observation de la diversité de la population nous indiquel’arrêt de l’exploration de l’EA, sans
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que l’on ait une information de la qualité de la solution finale. En fait, on ne peut savoir s’il s’agit

d’un optimum local ou global. L’étude de la qualité des solutions et en particulier du changement

de celles-ci indique si l’algorithme continue à améliorer la solution. Pour cela nous utilisons lafit-

nessdes individus directement. On peut se focaliser sur lafitnessdu meilleur individu, sur lafitness

moyenne, ou bien sur des boîtes à moustaches de toutes les valeurs dans la population. D’une ma-

nière générale, lafitnessdoit être croissante5 avec le nombre de générations. Il se peut néanmoins

que l’on observe des plateaux. En fait, le critère d’arrêt d’un certain nombre de génération sans

changement coïncide avec un plateau. On peut donc estimer leparamètre en utilisant cette mesure,

c’est-à-dire que, si après avoir fait plusieurs exécutionsd’un certain EA, on constate qu’il n’y a que

des plateaux (avant le plateau correspondant à la solution finale) d’une longueur inférieure àt géné-

rations, on peut définir le critère d’arrêt àt générations sans changement. Par ailleurs, une distance

trop faible entre lafitnessde la meilleure solution et la moyenne indique aussi que la diversité est

faible. De toute façon ceci est normal dès que la solution finale a été trouvée. Ceci est encore plus

visible si l’on utilise des boîtes à moustaches car leur longueur diminue.

2.2 Cadre général d’application

Afin d’appliquer l’algorithme génétique au problème de l’isomorphisme inexact de sous-graphes,

nous devons modéliser des solutions candidates commechromosomes, c’est-à-dire choisir un co-

dage.

Dans l’implémentation classique, les solutions sont modélisées par des vecteurs binaires. Toute-

fois, de nos jours, une variété de codages adaptés à différents problèmes existe. Leur point commun

est leur caractère vectoriel et leurs différences principales résident dans le domaine des valeurs ainsi

que dans certaines contraintes. En analogie avec la nature,les vecteurs sont dénommés chromo-

somes. Le concept de transformer une solution candidate dans une représentation vectorielle est

appelé codage. Puis, on dénomme l’ensemble des chromosomesà un moment précis la génération

et indépendamment du temps la population.

Le codage ajoute des contraintes souples sur le choix des opérateurs. En fait, il est possible de

faire un choix parmi tous les opérateurs existants pour un codage donné, mais certaines combinai-

sons ne sont pas conciliables, par exemple le croisement à unpoint et le codage de permutation.

On souhaite en général qu’un opérateur ne puisse générer quedes solutions valides par rapport au

codage choisi. En fait, toutes les solutions générées doivent être évaluées ce qui est coûteux. Si

l’on accepte la génération de solutions non valides, alors l’espace génotypiqueG est plus grand que

l’espace phénotypiqueΩ ; le premier est l’espace de tous les chromosomes possibles tandis que le

dernier correspond à l’espace de recherche du départ. En d’autres termes, le fait de n’accepter que

des solutions valides exprime que l’on ne souhaite pas passer à un espace de recherche plus grand

5. Dans le cas d’une fonction d’évaluation inverse qui est à minimiser, lafitnesspeut être décroissante.
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par le codage. Par exemple pour un problème de permutations,tous les descendants de deux permu-

tations devront toujours rester des permutations, ce qui n’est pas le cas si l’on applique par exemple

un croisement à deux points.

Moteur d'évolution

Opérateurs de variation

Initialisation Remplacement Sélection

CroisementMutation

Recherche
locale

Géné-
ration

FIGURE 2.2 – Principe de base.

La population est soumise itérativement, comme dans la nature, à la sélection des individus les

plus aptes, modélisée par un moteur d’évolution, et des opérateurs de variation nécessaires pour

l’exploration de l’espace de recherche. Certains algorithmes incluent une stratégie de recherche

locale. Ils sont dénommés algorithmesmémétiques. La figure 2.2 illustre le processus. Pendant la

sélection, les chromosomes qui vont se reproduire sont choisis. Bien que l’on préfère les solutions

qui sont les plus adaptées au problème (déterminées par une mesure defitness), le processus n’est pas

complètement déterministe afin de maintenir la diversité dela population. Ceci est particulièrement

important pour pouvoir quitter les optimaux locaux visités. Le but du croisement est de recombiner

des parties de deux chromosomes (parents) afin de créer un enfant. Enfin la mutation est appliquée

pour manipuler une partie de l’enfant. Tous les changementsdes chromosomes sont aléatoires. On

introduit avec la sélection un biais vers les solutions les plus adaptées au problème, ce qui permet

d’obtenir une bonne solution après un certain nombre de générations.

Afin d’assurer la conformité des solutions créées, il existequatre approches. La première consiste

à refuser les solutions invalides. On applique les opérateurs génétiques normalement et on vérifie

ensuite la validité des descendants. Tant qu’il y a des solutions non valides, on les supprime. La

deuxième méthode est la réparation. On reconstitue une solution valide à partir d’un descendant non

valide. Par exemple dans le cas des permutations, on remplace toutes les valeurs présentes deux fois

par des valeurs absentes dans le chromosome. Troisièmement, on accepte le fait d’avoir des solu-

tions invalides mais on les pénalise. C’est une méthode largement utilisée si l’espace des solutions
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valides se constitue de plusieurs fragments qui peuvent être déconnectés en raison d’une multitude

de contraintes. Une fonction de pénalité est utilisée pour diminuer lafitnessdes solutions non va-

lides. La quatrième méthode, celle que nous adoptons ici, est le codageintelligent. On utilise un

codage et des opérateurs compatibles à celui-ci, tels que les contraintes ne sont jamais violées.

2.3 Codage et fonction d’évaluation

Phénotype et génotype En biologie, on distingue le phénotype d’un individu et son génotype :

le phénotype contient les caractéristiques réelles tandisque le génotype représente les informations

génétiques qui les provoquent. En particulier il peut y avoir des gènes dont les effets sont supprimés

par d’autres. Dans les algorithmes génétiques le phénotypeest la solution candidate tandis que le

génotype est son codage. Il est nécessaire de passer d’un espace de recherche (ou phénotypique)

Ω à l’espace des chromosomes (ou génotypique)G. Le processus du codage est formellement une

applicationΩ → G. Les opérateurs génétiques fonctionnent surG tandis que l’évaluation des in-

dividus est faite dansΩ. Le processus de retour vers l’espace phénotypiqueG → Ω est dénommé

morphogénèse. La morphogénèse permet en particulier de récupérer la solution finale à partir du

chromosome associé. On souhaite que des phénotypes prochessoient modélisés par des génotypes

qui sont eux aussi proches.

La solution au problème de l’isomorphisme de graphes est unefonctionm : V ′ → V qui associe

les sommets d’un graphe aux sommets de l’autre. Toute fonction valide possède une représentation

équivalente dans l’espace des permutations den éléments. En fait, on suppose que les éléments de

V ainsi que ceux deV ′ sont numérotés aléatoirement de 1 àn. Alors l’affectationm correspondante

contient toutes les paires de nœuds(v′, v) ayant le même numéro. En fait, une permutation de la

numérotation deV implique une fonction unique, et vice versa.

Épistasie On dénommeépistasiel’interaction entre les gènes d’un chromosome, et plus précisé-

ment, la dépendance d’un gène à d’autres gènes. L’épistasieest une caractéristique qui peut être très

défavorable pour le succès de l’algorithme en combinaison avec certains opérateurs. Dans l’hypo-

thèse desbuilding blocks(cf. Sec. 2.1.1, p. 24), on suppose que l’épistasie est plus forte entre les

gènes proches qu’entre des gènes lointains. Dans notre codage, il y a une épistasie constante entre

tous les gènes du chromosome ce qui conduit à utiliser des opérateurs uniformes.

2.3.1 Codage robuste pour l’isomorphisme de sous-graphes

Dans le cas de l’isomorphisme de sous-graphes, un codage standard basé sur les sommets du

graphe à comparer impliquerait un chromosome de taille égale au nombre de sommets du graphe

plus petit. Certes, ce codage représenterait une permutation partielle mais il faudrait mettre en œuvre

des méthodes de réparation des solutions non valides, ainsique l’incorporation et l’échange des



2.3. CODAGE ET FONCTION D’ÉVALUATION 35

valeurs manquantes. Ceci augmenterait non seulement la complexité temporelle de l’algorithme,

mais aussi son nombre de paramètres.

En réalité, la distinction entre phénotype et génotype permet l’utilisation du codage de permu-

tation même dans le contexte d’isomorphisme de sous-graphes. En effet, considérons la fonction

d’affectation des nœuds depuis le graphe le plus petit vers le graphe le plus grand. Le chromosome,

correspondant au génotype de la solution, contient une permutation entière des nœuds du graphe le

plus grand. Les caractéristiques externes, c’est-à-dire le phénotype, sont déterminées par un sous-

ensemble (de la taille du graphe le plus petit) de ses allèlesuniquement. L’évaluation d’un individu

est donc restreinte aux nœuds qui font partie de ce sous-ensemble. Les autres nœuds restent présents

dans le génotype et nous les considérons comme la mémoire de valeurs manquantes qui naturelle-

ment préservent les caractéristiques de permutation pendant l’application des opérateurs génétiques,

y compris l’heuristique locale. Aussi, le résultat est un codage assez robuste pour le traitement des

problèmes de l’isomorphisme de graphes et de sous-graphes.

2.3.2 Appariements multivoques

Les appariements multivoques présentent une limitation réelle du codage de permutation. Dans

un appariement multivoque, la relation entre les sommets n’est pas injective. Selon le domaine d’ap-

plication, il peut y avoir des sommets qui doivent être appariés avec plusieurs. Le traitement des

appariements multivoques nécessite ou bien une fonction calculant la distance entre sous-graphes

(voire entre un sommet d’un graphe et un sous-graphe de l’autre) ou bien une méthode fiable d’agré-

gation des attributs des sommets et arêtes. Dans les deux cas, ces méthodes sont très dépendantes de

l’application.

Notre but est de développer une méthode indépendante de l’application et dans ce contexte

nous nous limitons à des appariements univoques. Toutefois, il est possible d’ajouter un module de

recherche de fusion/division de sommets à l’algorithme pour une application précise. On pourrait

aussi ajouter au chromosome une partie qui encode les fusions/divisions/suppressions des sommets

que l’on traiterait séparément. Sur cette partie du chromosome on appliquerait d’autres opérateurs

et on ne permettrait pas d’interaction avec la partie du codage de permutations. Avec cette approche

on sépare le problème de la recherche de l’alignement du problème de la recherche des éléments des

différents niveaux de granularité, ce qui nous semble une bonne idée étant donné la complexité des

deux tâches.

2.3.3 Fonction d’évaluation

Le problème de l’isomorphisme inexact de sous-graphes viseégalement à minimiser l’équa-

tion 1.1 (cf. p. 11) pour des graphes de tailles différentes.
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δm
(
G,G′) = w

∑

v∈V
δV (v,m(v)) + (1− w)

∑

v1,v2∈V
δE ((v1, v2), (m(v1),m(v2)))

Si l’on suppose sans perte de généralité quen′ < n, l’espace de solution peut aussi être projeté

sur l’espace des permutations den éléments. Certes ceci implique une sur-occupation de mémoire

de l’ordreO(n − n′), alors que l’occupation optimale est deO(n′), et plusieurs permutations im-

pliquent la même fonction, mais cela simplifie l’usage d’un algorithme génétique utilisant le codage

de permutation.

Étant donné la formulation du problème comme problème d’optimisation combinatoire par Ber-

retti, notamment par les équations 1.2 (δ (G,G′) = minm δm (G,G′)) et 1.1 dont l’appariementm

recherché est un appariement bijectif (quand les deux graphes ont la même taille) entre deux en-

sembles, il semble naturel de coder les chromosomes à l’aidedu codage de permutation. De plus,

plusieurs opérateurs bien étudiés sont disponibles pour cetype de codage.

La qualité d’un individu par rapport au problème est dénommésa fitness. Au sens strict, la

fitnessest croissante avec la qualité de l’individu. La fonction qui calcule lafitnessde l’individu

porte plusieurs noms dont les plus utilisés sont fonction d’évaluation, fonctionfitnessou fonction-

objectif. En pratique, la limitation des EA à des problèmes de maximisation vient d’une simple

question de définition de cette fonction. Surtout, le terme fonctionfitnessest souvent associé au sens

strict tandis que fonction d’évaluation souligne la généralité et peut aussi bien être une fonction à

minimiser (une fonctionfitnessinverse).

Dans notre cas, la fonction d’évaluation est à minimiser. Ils’agit d’une mesure d’erreur, plus

précisément une mesure de la distance qu’un individu implique sur les deux graphes considérés. Elle

est donnée par l’équation 1.1. Un individu est mieux adapté qu’un autre si safitnessest inférieure.

Inspiration de problèmes similaires Quand on développe un EA pour un nouveau problème, des

problèmes similaires peuvent fournir des points de départ.En particulier, s’il s’agit de problèmes

bien étudiés pour lesquels de nombreux EA ont été proposés. Dans notre cas, les problèmes si-

milaires sont d’une part le problème du voyageur de commerce(TSP) et le problème quadratique

d’affectation (QAP). Pour tous les deux, de nombreuses approches se basent sur le codage de per-

mutation ce qui permet de s’inspirer des opérateurs utilisés. Le TSP est, en effet, un problème très

bien et très longtemps étudié, bien qu’aujourd’hui les meilleurs résultats ne soient plus obtenus avec

le codage de permutation. Trois états de l’art qui focalisent sur les opérateurs se trouvent dans Oli-

ver et al. (1987); Starkweather et al. (1991) et Larranaga etal. (1999). Ce dernier donne également

des détails sur d’autres représentations. Buriol et al. (2004) présentent un algorithme mémétique

très optimisé pour le TSP asymétrique. Dans ce travail on trouve plusieurs opérateurs de croisement

spécialisés pour le TSP asymétrique, notamment une implémentation du croisement préservant la
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distance (DPX) pour le cas asymétrique ainsi qu’une nouvelle méthode de recherche locale (l’inser-

tion récursive des arcs). Une approche plus récente utilisedes populations multiples avec également

des opérateurs de croisement, mutation et de recherche locale spécialisés (Nguyen et al., 2007). De

plus, la population est organisée hiérarchiquement. En ce qui concerne le QAP, il est moins étudié

que le TSP surtout en termes d’opérateurs mais constitue également un problème d’optimisation

dans l’espace de permutations. On peut citer notamment les travaux de Merz & Freisleben (1997)

qui proposent l’opérateur DPX.

2.4 Moteurs d’évolution

Après avoir défini le codage des solutions et leurfitness, il est nécessaire de modéliser le proces-

sus d’évolution : les moteurs d’évolution déterminent des stratégies de reproduction des individus

et de remplacement entre la génération parentale et les enfants qui viennent d’être créés. Ils sont

directement liés avec les stratégies de sélection qui déterminent comment les géniteurs, c’est-à-dire

les chromosomes qui vont se reproduire, sont choisis. Nous introduisons d’abord les moteurs d’évo-

lution les plus importants, puis décrivons les stratégies de sélection.

2.4.1 Moteur générationnel etsteady-state

Deux principales stratégies de remplacement peuvent être définies : le moteur générationnel

remplace toute la génération parentale par la génération des enfants. Dans ce but, on crée autant

d’enfants qu’il y a de parents. Il s’agit du moteur classique, c’est pour cela que l’on dénomme les

algorithmes génétiques qui implémentent ce moteur des algorithmes génétiques canoniques.

Contrairement au moteur générationnel, le moteursteady-statene remplace qu’un seul individu

à la fois. On choisit donc seulement un ou deux géniteurs (suivant que l’on applique le croisement

ou non). Ensuite l’individu créé à partir de ces géniteurs remplace un individu de la population. Il y a

plusieurs façons de choisir l’individu qui est éliminé : on peut éliminer par exemple le pire individu,

l’individu le plus âgé ou simplement un individu aléatoire.Il est également possible d’inverser une

stratégie de sélection, et par exemple de réaliser un« anti-tournoi» qui consiste à choisir aléatoire-

mentn (souvent on prendn = 2) individus parmi la population et à éliminer celui ayant lafitnessla

plus faible.

On peut définir également des moteurs intermédiaires entre le moteur générationnel et le moteur

steady-state: au lieu de remplacer toute la population ou seulement un individu, on peut librement

définir le taux d’individus à remplacer. On dénomme ce taux lefossé générationnel (De Jong, 1975;

De Jong & Sarma, 1993). Le fossé d’un algorithme générationnel est donc1 et celui d’un algorithme

steady-stateest de 1
sp

. Nous nous limitons dans cette thèse à l’étude des moteurs générationnel et

steady-statequi sont les moteurs les plus souvent utilisés.
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2.4.2 Sélection

La stratégie de sélection détermine deux caractéristiques-clés des algorithmes génétiques : il

s’agit d’une part du compromis entre exploration et exploitation et d’autre part de la diversité.

Exploration et exploitation Alors que l’exploration fait référence à la recherche en largeur dans

l’espace de recherche pour identifier des régions prometteuses, l’exploitation consiste en la re-

cherche en profondeur dans ces régions. Une sélection fortefavorise beaucoup plus la reproduction

des individus plus adaptés qu’une sélection plus faible. End’autres termes, si la sélection est forte et

la pression sélective est donc élevée, alors la probabilitéqu’un individu soit transmis à la génération

suivante est fortement corrélée à safitness. Dans ce cas, l’algorithme exploite très efficacement une

région restreinte, mais il risque de ne trouver qu’un optimum local. Si la corrélation entre lafitness

d’un individu et sa probabilité de reproduction est moins forte, alors la composante aléatoire a une

influence plus élevée. Dans ce cas, l’algorithme explore bien l’espace mais il ne focalise pas aussi

bien la recherche sur une région précise. Une pression élevée mène à une convergence plus rapide

mais au coût d’une faible exploration de l’espace de recherche. Par conséquent, on ne peut obtenir

qu’un compromis entre exploration et exploitation.

Une méthode pour quantifier la pression sélective est la notion d’intensité proposée par Blickle &

Thiele (1996). SoitF la distribution desfitnessde la population avant la sélection,F∗ la distribution

après la sélection etσ l’écart-type. L’intensitéI est définie comme le changement de la moyenne

desfitnesscausé par la sélection, normalisé par l’écart-type :

I =
F∗ −F
σ(F)

(2.3)

L’évolution de la variance desfitnessd’une génération à l’autre est quantifiée par Blickle &

Thiele (1996) :

Φ =
σ2(F∗)
σ2(F)

(2.4)

Le comportement souhaité de la sélection est que la pressionde sélection augmente avec le

temps ou bien qu’elle reste constante au cours de l’algorithme. D’une part, un EA qui sélectionne

trop fortement au début risque de converger vers des optima locaux trop tôt sans explorer les autres

régions prometteuses. Les résultats ne seront donc pas de bonne qualité. D’autre part, si l’EA ne

sélectionne pas assez strictement vers la fin, il ne convergeque très lentement.

Pour les stratégies proportionnelles à lafitness, l’effet d’échelle pose un problème. Si l’on consi-

dère deux fonctions d’évaluationf(c) et f ′(c) = f(c) + a, alors leur maximisation est équivalente

(cf. Fig. 2.3, p. 39 par exemple), par contre, les probabilités de sélection changent : une augmenta-

tion de la constante mène à une simple translation de la fonction d’évaluation, mais uniformise les
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FIGURE 2.3 – Exemple de fonctions d’évaluation décalées.

probabilités. Pourx → ∞ la probabilité pour chaque individu est inverse à la taille de la population

(sp) : 1
sp

. On peut noter que ce problème est aussi causé par le moteur évolutionnaire lui-même. En

fait, la fitnessmoyenne des individus augmente au fil des générations. Par conséquent, les probabili-

tés s’uniformisent automatiquement au cours de l’algorithme. La sélection devient donc plus faible

avec le temps.

Afin d’obtenir une stratégie invariante à des décalages, unenormalisation de lafitnessest néces-

saire. Deux méthodes couramment utilisées dans ce but sont l’ajustement linéaire (linear scaling)

et l’ajustementσ (σ-scaling). L’idée de l’ajustement linéaire est de ramener lafitnessminimale de

chaque génération à zéro. Simultanément un paramètreϑ détermine la dispersion des valeurs. En

général,ϑ est choisi tel que l’espérance du nombre de copies du meilleur individu dans la popula-

tion soit égale à une constante (par exemple entre 1.2 et 2). La fonction d’évaluation normaliséef ′

se calcule par :

f ′(c) = ϑ (f(c)−min(F)) (2.5)

Si l’on souhaite obtenirnc copies du meilleur individu, ceci implique que lafitnessmaximale

soit deux fois supérieure à lafitnessmoyenne de la génération.ϑ est donc donné par :

ϑ =
F −min(F)

max(F) −min(F)
× nc (2.6)

L’ajustementσ prend en compte la variance de lafitnessde la génération. La fonction d’évalua-

tion normalisée est donnée par :
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f ′(c) = f(c)− (F − %σ(F)) (2.7)

Le paramètre% ∈ [1, 2] contrôle l’influence de la variance.

Sélection par tournoi Contrairement à d’autres stratégies de sélection comme la sélection propor-

tionnelle ou la sélection basée sur le rang, la sélection partournoi ne nécessite ni la normalisation

ni l’ordonnancement des valeurs sélectives de toute la génération. De plus son utilisation sur une

fonction d’évaluation inverse par rapport à lafitness, comme nous la considérons, ne pose aucun

problème. En outre, du point de vue du calcul, elle n’est pas coûteuse. Elle nécessite néanmoins un

paramètre additionnel, la taille du tournoi. Puisque cettetaille est un nombre entier, le contrôle de

la pression de sélection se fait dans un domaine discret et nepeut jamais être effectuée en continu.

Malgré cet inconvénient les avantages de la sélection par tournoi la font prévaloir.

Soitnt la taille du tournoi, la sélection par tournoi se déroule comme suit : Un individu est sé-

lectionné comme parent s’il gagne un tournoi impliquantnt participants. On tire donc (avec remise)

aléatoirementnt individus de la population et on compare leurfitness. L’individu avec la meilleure

fitnessgagne et il est copié vers la population intermédiaire des parents. On répète cette procédure

jusqu’à ce que un nombre suffisant de parents ait été sélectionné. La sélection par tournoi ne garantit

pas que le meilleur individu soit préservé. De fait, s’il participait à un tournoi il le gagnerait, mais il

se peut qu’il ne soit tiré comme participant à aucun tournoi.Par contre, le pire individu n’est jamais

transmis.

2.5 Croisement

2.5.1 Caractéristiques générales

Dans l’analyse des opérateurs de croisement, il existe deuxcaractéristiques de grande impor-

tance : le biais de position (positional bias) et le biais de distribution (distributional bias). On tente

généralement d’éviter tout type de biais. De fait, l’existence d’un biais indique une préférence pour

certaines solutions. Par conséquent, il s’agit d’une formede sélection à l’intérieur de l’opérateur.

Cette sélection se base sur des critères autres que lafitnessdes individus. La direction de recherche

d’un EA devrait cependant dépendre uniquement de lafitness, et le moteur évolutionnaire est consti-

tué principalement de la stratégie de sélection (et celle deremplacement). Les tâches des autres

opérateurs assurent la création des nouveaux échantillonset donc l’exploration.

Un opérateur a un biais de position, si la probabilité que deux gènes soient transmis ensemble

dépend de leurs positions relatives. Par exemple, le croisement « un point» qui échange tous les

gènes à partir d’une position fixe aléatoire présente un biais de position car deux gènes, dont l’un

est proche de l’autre, ont une plus haute probabilité d’êtretransmis ensemble que deux gènes plus
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éloignés. Comme la disposition des gènes dans le chromosomeest primordiale pour le succès de

l’algorithme génétique, cette propriété est - dans la plupart des applications - indésirable. Il existe

des versions« uniformes» de la plupart des opérateurs concernés, qui éliminent ce biais.

Un biais de distribution se produit lorsque le nombre transmis d’un parent vers l’enfant ne suit

pas une distribution uniforme. En conséquence, la probabilité de conserver des solutions partielles

dans la génération suivante dépend de leur taille. Un exemple est le croisement uniforme où le

nombre de gènes échangés suit une distribution binomiale.

Bien qu’il soit souhaitable de travailler avec des opérateurs sans biais de distribution ni de posi-

tion, un tel opérateur n’est pas facile à trouver. Un exempled’un opérateur d’un biais de distribution

et de position très faible est le croisement brassé (cf. Sec.2.5.2, p. 41).

Une autre propriété des opérateurs de croisement est leur force perturbatrice. On peut considérer

la recombinaison desbuilding blockscomme la tâche principale du croisement. Unbuilding block

est un sous-ensemble des gènes du chromosome fournissant une bonne solution partielle du pro-

blème. Un opérateur ne devrait pas perturber trop cesbuilding blocks, c’est-à-dire les décomposer

en deux parties qui seront transmises à deux descendants différents. Il serait souhaitable de pouvoir

les identifier afin de les transmettre en entier et les recombiner avec un autrebuilding blockprésent

dans l’autre parent. Contrairement à un codage basé sur l’ordre des éléments où lesbuilding blocks

sont des sous-chaînes connexes du chromosome, dans notre cas, unbuilding blockpeut-être n’im-

porte quel sous-ensemble des gènes. Ainsi, un opérateur uniforme n’est pas plus perturbateur que le

croisement à un point par exemple.

Un opérateur plus perturbateur peut être identifié par le nombre de gènes qui ne sont hérités ni

d’un parent ni de l’autre.

2.5.2 Opérateurs génériques

Les opérateurs de croisement pour le codage de permutation s’inspirent en partie des opérateurs

classiques. Les quatre opérateurs qui seront présentés parla suite sont illustrés dans la figure 2.4

sur un exemple général. L’opérateur le plus simple est le croisement à un point, parfois appelé

croisement standard. L’idée fondamentale est de couper leschromosomes des deux parents en la

même position aléatoire et d’échanger la partie au-dessus (ou au-dessous) de cette coupure entre les

chromosomes. Le croisement à deux points est défini de la mêmefaçon, sauf que deux positions

sont choisies et la partie entre celles-ci est échangée. On constate que les deux opérateurs ont un

biais sur la position car deux gènes voisins ont une plus grande probabilité d’être transmis ensemble

que deux gènes lointains. Pour éviter cela, le croisement uniforme (UX) a été introduit : il consiste

à choisir aléatoirement, pour chaque gène, s’il sera transmis ou non du parent à l’enfant lors du

croisement. Bien que le croisement uniforme n’ait pas de biais sur la position, il présente un biais

sur la distribution, c’est-à-dire qu’il est plus probable que chaque parent transmette la moitié des
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gènes plutôt qu’un nombre plus ou moins grand. Le croisementbrassé se déroule en trois phases :

premièrement, les gènes sur les deux chromosomes sont brassés aléatoirement, mais en utilisant la

même permutation pour les deux ; deuxièmement, on applique le croisement à un point ; enfin, on trie

les enfants obtenus selon l’ordre d’origine. Il ne présenteaucun des deux types de biais mentionnés

auparavant.

2.5.3 Opérateurs spécifiques pour les permutations

Il existe trois familles d’opérateurs de croisement pour les problèmes de permutations : les opé-

rateurs préservant la position relative comme le croisement basé sur l’ordre (OX), ceux préservant la

position absolue des allèles comme le croisement cyclique (CX) et les opérateurs hybrides comme

le croisement à correspondance partielle (PMX). Le choix d’un opérateur dépend de l’application

et notamment du type d’information le plus important, autrement dit de l’information qui a le plus

d’influence sur lafitnessde l’individu. Les deux informations principales présentes sur le chromo-

some sont la position absolue des allèles et leur ordre. Dansle cas de l’isomorphisme de graphes,

l’ordre des allèles n’a aucune importance, puisque, par définition, les numérotations dans les deux

graphes sont aléatoires. L’influence d’un allèle spécifiquesur lafitnessd’un individu est alors sou-

mise à ces relations avec chacun des autres allèles. En effetchaque allèle interagit avec tous les

autres. Nous pouvons donc considérer le chromosome comme unensemble non ordonné de paires

de nœuds. Bien que l’opérateur le plus utilisé dans la littérature soit le PMX (Goldberg & Lingle,

1985), nous pouvons constater qu’étant donné que l’ordre des allèles n’a pas d’importance, des opé-

rateurs basés sur l’ordre absolu sont à priori les plus adaptés au problème. Il existe bien évidemment

une grande variété d’opérateurs spécialisés pour des problèmes spécifiques, comme par exemple

le Non-Wrapping Order Crossover, NWOX(Cicirello, 2006) sur un problème deschedulingou le

Edge-Assembly Crossover, EAX(Nagata & Kobayashi, 1997) sur le TSP.

2.5.4 Opérateurs classiques

Les trois opérateurs suivants sont illustrés dans la figure 2.5.

Croisement cyclique Parmi les opérateurs de croisement visant la position absolue, l’exemple le

plus classique est le CX (Oliver et al., 1987). Cet opérateurn’a pas de biais de position ni de distri-

bution. Les chromosomes sont répartis en sous-ensembles degènes contenant les mêmes allèles, ce

qui signifie que l’ensemble des valeurs prises par les gènes inclus dans un sous-ensemble donné est

identique dans les deux parents. Pour obtenir une telle partition, on utilise des cycles : en commen-

çant par un gène aléatoirement choisi dans un parent, on l’ajoute au cycle actuel et on recherche son

allèle dans l’autre parent. Puis on ajoute aussi ce gène et onrépète itérativement cette stratégie jus-

qu’à retomber sur un gène déjà transmis. Le cycle est alors bouclé et on remplit les gènes manquants
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Croisement à un point

Parent A 1 2 3 4 5 6 7

Parent B A B C D E F G

⇓
Enfant 1 1 2 3 D E F G

Enfant 2 A B C 4 5 6 7

Croisement à deux points

Parent A 1 2 3 4 5 6 7

Parent B A B C D E F G

⇓
Enfant 1 1 2 C D E 6 7

Enfant 2 A B 3 4 5 F G

Croisement uniforme

Parent A 1 2 3 4 5 6 7

Bitmap 1 0 1 0 1 0 1

Parent B A B C D E F G

⇓
Enfant 1 1 B 3 D 5 F 7

Enfant 2 A 2 C 4 E 6 G

Croisement brassé

Parent A 1 2 3 4 5 6 7

Parent B A B C D E F G

Permutation 6 3 7 5 1 2 4

Brassage ⇓
Parent A brassé 6 3 7 5 1 2 4

Parent B brassé F C G E A B D

Croisement à un point ⇓
Enfant 1 brassé 6 3 7 E A B D

Enfant 2 brassé F C G 5 1 2 4

Debrassage ⇓
Enfant 1 A B 3 D E 6 7

Enfant 2 1 2 C 4 5 F G

FIGURE 2.4 – Opérateurs basiques de croisement.
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avec les allèles du deuxième parent.

On note qu’il est impossible qu’un gène puisse prendre une autre valeur que celles qu’il prenait

chez les parents. Ceci peut mener à une exploration incomplète, notamment dans le cas où un certain

allèle n’existe pas dans la population au début de l’algorithme ou pendant les premières générations.

Cet allèle serait alors perdu à jamais, sauf s’il est réintroduit par un autre opérateur, notamment la

mutation.

Croisement à correspondance partielle Le PMX (Goldberg & Lingle, 1985) vise à préserver

partiellement la position absolue et l’ordre des gènes. Il est basé sur le croisement à deux points.

La partie intermédiaire du chromosome est échangée. Toutefois, afin de préserver une permutation

valide, les gènes ne sont pas copiés directement. En effet, après avoir déterminé quel gène doit être

à une position spécifique, il y est transféré par une opération d’échange avec le gène actuellement

sur ce locus. On répète cette procédure pour tous les gènes définis initialement. On remarque que

cet opérateur représente aussi un biais sur la position. C’est pour cela qu’une version uniforme,

l’croisement uniforme à correspondance partielle (UPMX),a été proposée par Cicirello & Smith

(2000). Cet opérateur détermine pour chaque position (indépendamment) si le gène va être échangé

et le cas échéant, effectue la même opération d’échange que le PMX classique.

Croisement basé sur l’ordre L’idée fondamentale d’OX (Davis, 1985) est de préserver l’ordre des

gènes. On copie une partie du chromosome d’un parent. Puis oninsère les gènes manquants dans

leur ordre chez le second parent dans les positions manquantes. La version uniforme de l’opérateur,

le croisement uniforme basé sur l’ordre (UOX, Syswerda, 1991), permet d’éviter le biais sur la

position de la version originale. Tandis que OX coupe le chromosome à une ou deux positions pour

obtenir le sous-ensemble des gènes à copier, UOX est basé surUX soit un bitmap détermine les

positions. Cela n’évite pas un biais sur la distribution.

2.5.5 Nouveaux opérateurs

Croisement strictement basé sur la position (PBX) PBX (Bärecke & Detyniecki, 2007b) a pour

but de préserver au mieux la position absolue des allèles en ignorant complètement leur ordre. À

la différence du croisement basé sur la position (POS) de Syswerda (1991), l’ordre des allèles ne

joue aucun rôle. De plus, tous les allèles qui occupent la même position dans les deux parents sont

toujours conservés. L’opérateur fonctionne de manière uniforme et n’a donc pas de biais de position.

Quant au biais de distribution les solutions partielles de taille moyenne sont favorisées. En effet,

ceci permet d’avoir une influence équilibrée des deux parents sur les descendants (offspring) - non

seulement en moyenne sur tout l’algorithme mais à chaque reproduction individuelle. L’opérateur

suit les étapes suivantes :
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CX

Parent A 1 2 3 4 5 6 7

Parent B 3 4 7 6 1 2 5

Cycles 0 X 0 X 0 X 0

⇓
Enfant 1 1 4 3 6 5 2 7

Enfant 2 3 2 7 4 1 6 5

PMX

Parent A 1 2 3 4 5 6 7

Parent B 3 4 7 6 1 2 5

Échange de la partie intermédiaire

(entre parenthèses la valeur antérieure)

⇓
Enfant 1 1 2 7(3) 6(4) 1(5) 6 7

Enfant 2 3 4 3(7) 4(6) 5(1) 2 5

Réparation de la permutation

Échange des mêmes valeurs à l’extérieur

(p.ex 7->3 de la zone choisie)

⇓
Enfant 1 5 2 7 6 1 4 3

Enfant 2 7 6 3 4 5 2 1

OX

Parent A 1 2 3 4 5 6 7

Parent B 3 4 7 6 1 2 5

Bitmap 0 0 X X X X 0

⇓
Enfant 1 1 2 3 4 6 5 7

Enfant 2 3 4 1 2 6 7 5

FIGURE 2.5 – Opérateurs de croisement pour les permutations.
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FIGURE 2.6 – Croisement uniforme basé strictement sur la position absolue (UPBX) - les étapes

correspondent aux étapes mentionnées dans le texte - sur cetexemple l’étape 5 n’est pas nécessaire

car les enfants sont complets après l’étape 4.

(1) Construire une liste l qui contient chaque allèle et sa position dans les deux parents.

(2) Réorganiser la liste selon un ordre aléatoire (UPBX uniquement) et choisir aléatoirement les

allèles qui vont échanger leurs positions.

(3) Construire les enfants en parcourant la liste. Dans le cas d’une collision (un autre allèle

occupe déjà la position désirée) dans un enfant, sauvegarder cet allèle et ses positions.

(4) Essayer de mettre les allèles non-utilisés à la positionqu’ils ont occupée dans l’autre parent.

(5) Remplir les chromosomes avec les allèles manquants dansl’ordre de la liste.

L’algorithme est illustré sur un exemple sur la figure 2.6. L’idée de cet opérateur consiste à

ne jamais utiliser l’ordre des allèles et à mettre le plus grand nombre d’allèles possible dans des

positions qu’ils ont occupées dans un des parents. L’opérateur est uniforme par rapport au choix de

gènes à échanger entre les parents. Finalement, le nombre d’allèles hérités des deux parents est égal

et il est garanti que, si un allèle avait la même position dansses parents, il gardera cette position

dans les deux enfants. Un inconvénient du PBX est qu’il parcourt la liste des allèles toujours dans

le même ordre. En cas de conflits sur un locus (c’est-à-dire s’il y a a priori deux allèles à placer

sur cette position), ce serait donc toujours l’allèle le plus petit qui aurait la priorité. Comme les

allèles viennent d’une numérotation aléatoire des sommetsdu deuxième graphe, l’ordre est aléatoire,

mais il ne change pas pendant une exécution de l’algorithme génétique. La non-uniformité réside

dans le fait que ce sont toujours les mêmes positions qui auront la priorité et l’opérateur est donc

biaisé dans ce sens. Nous proposons alors l’opérateur de croisement uniforme basé strictement sur

la position absolue (UPBX, Bärecke & Detyniecki, 2007b) comme variante uniforme du PBX. La

seule différence par rapport au PBX est le brassage de la liste dans l’étape 2.
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Croisement préservant la distance (DPX) Nous proposons trois nouveaux opérateurs qui s’ins-

pirent de DPX proposé par Freisleben & Merz (1996) pour le problème du voyageur de commerce

(TSP). L’idée fondamentale de DPX est de créer un enfant dontla distance à chacun des deux parents

est égale à la distance entre les parents, on définit la distanced comme le nombre de gènes distincts

entre les chromosomes ce qui correspond à la distance de Hamming dans l’espace génotypique.

Soientp1 et p2 les parents, on cherche un enfante tel quedH(e, p1) = dH(p1, p2) = dH(e, p2). Il

n’est pas toujours possible d’obtenir des distances exactement égales, dans ce cas on se contente de

distances proches (±1). Les deux tours définis par les parents sont découpés en fragments communs,

c’est-à-dire des segments qui contiennent les mêmes villesdans le même ordre. Afin de restituer un

tour complet à partir de la liste des fragments, on applique itérativement une stratégie gloutonne sur

l’un des fragments. Cette stratégie vise à connecter le boutdu fragment à la ville la plus proche (qui

représente le bout d’un autre fragment qui n’est pas encore connecté). Au final, tous les fragments

sont connectés. Pendant la restitution du tour complet, on n’utilise en aucun cas (si possible) une

connexion qui était présente dans un parent mais non dans lesdeux. Ceci est nécessaire afin que la

distance du nouveau tour aux deux parents soit égale à la distance entre eux.

On cherche alors à reconnecter tous les fragments afin de restituer un tour complet. Ceux-ci sont

ensuite reconnectés avec un algorithme glouton en évitant des combinaisons déjà trouvées dans un

des parents. Plus précisément on parcourt les bouts des fragments et on connecte chaque bout à son

voisin libre le plus proche - sans utiliser ses voisins dans les parents, si possible.

Pour transposer cette stratégie pour le problème d’isomorphisme de graphes, il nous faut faire

l’abstraction de l’essentiel et adapter, en particulier, la stratégie gloutonne. Premièrement, nous co-

pions les gènes identiques des deux parents (et non les séquences). Deuxièmement, nous appliquons

une stratégie gloutonne pour la complétion du chromosome, tout en respectant les deux valeurs

tabouesdonnées par les gènes des parents. Plus précisément, nous parcourons les positions libres

dans un ordre aléatoire. Pour chaque position nous choisissons lemeilleurgène non-tabou, basé sur

une heuristique qui estime l’influence du gène donné sur lafitnessde l’individu. Cette heuristique

consiste à chercher la valeur imposant la plus faible augmentation de la distance à l’alignement

partiel déjà établi. Nous avons alors besoin d’une estimation de cette augmentation. Il est possible

de travailler avec des estimations plus ou moins exactes. Engénéral, si une estimation offre une

meilleure précision qu’une autre, alors elle prend en compte plus de variables. Par conséquent, sa

complexité en temps de calcul est supérieure. Nous proposons trois estimateurs qui suivent deux

stratégies différentes.

La première stratégie, que nous nommons DPX, prend en compteles correspondances (entre

sommets) déjà établies dans l’alignement partiel. La distance partielle de départ se base uniquement

sur les sommets et arêtes dont les correspondances sont (complètement) définies. Nous considérons

une valeur de zéro pour les sommets et arêtes non-alignés. Considérons par exemple deux graphes de

5 sommets chacun et que l’alignement partiel au momentt contient les sommets un à trois de chaque
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graphe, et supposons que l’on souhaite ajouter un paire de sommets contenant le sommet quatre du

premier graphe. Alors, on pourrait aligner ce sommet aux sommets quatre ou cinq du deuxième

graphe. On calcule alors pour chacune des possibilités la somme de toutes les distances des arêtes

incidentes du sommet en question et d’un sommet déjà apparié(c’est-à-dire entre un et trois dans

notre cas), majorées par la distance entre la paire de sommets à apparier. On choisit finalement le

sommet ayant la valeur la plus petite avec cette estimation.Cette stratégie nécessite le calcul des

distances atomiques à chaque itération et a donc une complexité assez élevée.

La deuxième stratégie se base uniquement sur des étiquettesdes sommets calculés. Nous pro-

posons deux opérateurs qui suivent cette stratégie. Le premier opérateur nommé DPX basé sur les

nœuds (NDPX) utilise les étiquettes originales des sommets, tandis que le deuxième se base sur une

signature (SDPX) où nous renforçons les étiquettes en utilisant les étiquettes des arêtes incidentes.

Plus précisément, nous calculons la somme de l’étiquette dusommet original et des étiquettes des

arêtes en amont. L’opérateur NDPX a une complexité très faible et il est applicable aux problèmes

d’appariement de sous-graphes avec des étiquettes de type arbitraire. D’une part, le DPX basé sur

une signature (SDPX) permet une estimation plus fine avec un temps de calcul supplémentaire né-

gligeable car elle est calculée une seule fois en amont. D’autre part, il nécessite que l’agrégation (la

somme) des étiquettes des sommets et des étiquettes des arêtes soit définie. Il ne fonctionne donc

pas sans adaptation sur le problème d’appariement de sous-graphes. En effet, on peut renforcer la

pertinence de l’étiquetage si l’on prend en compte un rayon plus élevé autour de chaque sommet et

on agrège toutes les étiquettes que l’on trouve jusque là.

Les opérateurs d’agrégation réduisent en général la quantité d’information. On obtient par exemple

une seule valeur qui agrège trois étiquettes d’origine. La perte d’information et donc de précision de

l’heuristique gloutonne est compensée par un gain de vitesse à chaque itération.

Le problème principal qui mène à la perte de précision est quel’agrégation peut fournir la même

valeur pour des ensembles de valeurs différents. Par exemple, la somme de{1, 2, 9} est égale à la

somme de{2, 3, 7}. Dans le cas exact, on peut remplacer des étiquettes ambiguës par des nouvelles

étiquettes uniques. De fait, l’ensemble d’étiquettes possibles est fini et l’égalité est stricte ce qui

permet une énumération exacte. Pour notre exemple on définirait (automatiquement au moment de

créer les étiquettes agrégés pour les deux graphes) les valeurs d’agrégation12A et 12B qui sont

discernables.

Dans un environnement bruité, comme l’est l’alignement inexact, les problèmes deviennent plus

complexes. Dans ce cas, la relation d’égalité n’étant pas stricte, deux sommets peuvent être alignés

même si leurs attributs ne sont pas exactement égaux. L’origine de cette erreur, que l’on cherche

à minimiser, peut être le bruit ou des différences réelles. Il n’est pas possible de déterminer l’ori-

gine exactement. Par conséquent les erreurs dues au bruit peuvent s’accumuler. Dans ce cas, en

partant des erreurs tolérables au niveau élémentaire (c’est-à-dire pour chaque sommet/arête), il est

possible que l’erreur totale des étiquettes après l’agrégation ne le soit plus. On conclurait à une non-
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correspondance même si au niveau inférieur une correspondance est possible. Le bruit deviendrait

donc un élément discriminant. De même les erreurs non dues aubruit peuvent se compenser jusqu’à

ce qu’elles atteignent une valeur que l’on associe à du bruit.
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FIGURE 2.7 – Complexité du DPX par rapport à la distance d’Hamming des parents en échelle

logarithmique.

On note que l’opérateur DPX utilise une fonction d’évaluation partielle afin d’assurer sa partie

gloutonne. Soitl la longueur du chromosome,b le nombre de correspondances entre les parents, et

a = l − b le nombre de positions à remplir par l’approche gloutonne, alors l’opérateur requiert un

nombre de comparaisons de sommets et d’arêtes d’ordreO(12na
2). La complexité exacte dépend

donc, non seulement de la longueur du chromosome, mais ausside la similarité entre les parents.

Plus les parents sont similaires, moins il y a d’opérations àfaire. Dans le pire cas, quand les parents

diffèrent partout et que tout le chromosome est à remplir, l’opérateur nécessiteO(16n
3 + 1

2n
2 −

2
3n) opérations (voir démonstration ci-dessous). En relation avec la fonction d’évaluation dont la

complexité est d’environO(n
2

2 ), le DPX est dans le pire cas environ3n fois plus coûteux que

la fonction d’évaluation. La figure 2.7 montre le rapport entre le nombre de positions vides et la

complexité pour un chromosome de longueur 50. En général, les parents se ressemblent plus vers

la fin de l’algorithme qu’au début. Par conséquent, les chromosomes sont moins remplis au début et

plus remplis vers la fin.

Les deux opérateurs SDPX et NDPX sont beaucoup plus rapides que DPX (cf. Fig. 2.7). Com-

parés entre eux, leur complexité est quasiment identique (env. O(12a
2)). Il faut ajouter pour SDPX

une étape préliminaire de calcul de signatures qui est, dansnotre cas, d’une complexitéO(2n2). Cet

étape n’est nécessaire qu’une seule fois au début de l’algorithme et non à chaque génération. Dans
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le pire cas, leur complexité est égale à la complexité de la fonction d’évaluation.

Démonstration de la complexité de DPX, SPDX et NDPX.On détermine d’abord le nombre de cor-

respondancesb entre les deux chromosomes parents. L’enfant hérite cesb gènes directement. Pour

le reste, c’est-à-dire poura = l− b positions, qui correspond à la distance de Hamming entre lespa-

rentsa = dH(p1, p2), il faut calculer la distance partielle afin de déterminer lemeilleur choix. Pour

la première position libre, on calculea(1 + n − a) distances. De fait, pour chaque gène possible, il

faut calculer une distance entre sommets etn − a fois une distance entre arêtes incidentes. Après

avoir fixé la première position, il reste un gène de moins maisil y a une distance d’arête de plus à

calculer. Le résultat est alors :(a − 1)(2 + n − a). Quanda = 1, on n’a pas besoin de calculer la

distance, car il ne reste qu’un gène et une position libre. Lenombre de distances total à calculer est

alors (sans exclusion des valeurs taboues) :

O(DPX) =
a∑

i=2

i(1 + n− i)

= (n+ 1)

a∑

i=2

i−
a∑

i=2

i2

= (n+ 1)

(
a(a+ 1)

2
− 1

)
−

(
a(a+ 1)(2a + 1)

6
− 1

)

=
−2a3 + 3na2 + (3n + n)a− 6n

6

= −1

3
a3 +

1

2
na2 +

(
1

2
n+

1

3

)
a− n

≈ O
(
1

2
na2

)
(2.8)

(2.9)

Dans le pire cas, quand il n’y a pas de correspondances entre les parents et que leur distance de

Hamming estn, on obtient :

O(DPX) =
1

6
n3 +

1

2
n2 − 2

3
n (2.10)

Pour des grandes valeurs den, ce terme est autour de3n fois plus élevé qu’un appel à la fonction

d’évaluation.

Pour les opérateurs SDPX et NDPX la complexité est beaucoup plus faible. Elle se détermine

par :

O(NDPX) = O(SDPX) =
a(a+ 1)

2
− 1 (2.11)

Dans le pire cas, elle atteint le niveau de la fonction d’évaluation.

L’étape d’extraction des signatures du SDPX a un coût uniquedépendant du type de signature

utilisé. Si l’on utilise la somme des attributs des arêtes incidentes et de l’attribut du sommet, il
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se calcule commeO(2n2) (pour un seul grapheO(n2)). La signature n’est calculée qu’une seule

fois au début de l’algorithme génétique, tandis que les opérateurs de croisement sont appliqués à

plusieurs de chromosomes pendant toutes les générations. Ce coût initial est donc négligeable.

Il faut noter, que dans tous les cas, il s’agit également d’une légère surestimation. En fait, à

chaque étape, il peut avoir entre zéro et deux gènes tabous. Les gènes tabous font partie de l’en-

semble de gènes non identiques des parentsM (les valeurs des positions ouvertes). SoitN (i) ⊆ M
l’ensemble des gènes qui ont déjà été utilisés aprèsi itérations de l’approche gloutonne, alors les

gènes possibles à l’étape suivante sontM\N (i). On s’intéresse au nombre de gènes tabous à chaque

étape. Le nombre de gènes tabous est au maximum2, un gène de chacun des deux parents. Il peut se

réduire à1 voire 0 si des gènes ont été déjà utilisés, ils ne sont plus disponibles dans la liste et non

tabous. Leur nombre est alors déjà inclus. Un gène est tabou s’il se trouve sur un des deux parents à

la même position et s’il est dansM\N (i).

Afin de calculer une approximation des probabilités, on peutse baser sur le tirage aléatoire de

deux valeurs (les deux valeurs taboues qui sont en effet fixées dans les parents) parmi l’ensembleM.

Soit i le nombre de positions déjà fixées par l’algorithme glouton.La valeur dei va de0 àa−1. Les

probabilitésp0, p1, etp2 (zéro gènes tabous, un gène tabou, deux gènes tabous) sont les suivantes :

p0 La probabilité d’avoir choisi une paire qui se trouve dansN (i).

p1 La probabilité d’avoir choisi une valeur dansN (i) et l’autre dansM\N (i).

p2 La probabilité d’avoir choisi une paire qui se trouve dansM\N (i).

Elles ne dépendent pas de la taille du chromosome mais de la distance de Hamming entre les

parents (a = d(p1, p2)) et de la valeur dei. La figure 2.8 montre leurs valeurs en fonction de

l’étapei pour un couple de chromosomes ayant une distance de Hamming de 25.

p0(i) =
C2
i

C2
a

=
i(i− 1)

a(a− 1)
(2.12)

p1(i) = 1− p0(i)− p2(i) (2.13)

p2(i) =
Ca−i2

C2
a

=
(a− i)(a− i− 1)

a(a− 1)
(2.14)

Cette approximation ne prend pas en compte l’historique desvaleurs fixées précédemment. De

plus, si l’on applique cette méthode, il faut noter qu’à l’avant-dernière étape, l’effet de deux valeurs

taboues est égal à l’effet d’aucune (dans les deux cas on choisit parmi deux valeurs possibles). De

toute façon, l’influence de ces probabilités sur la complexité totale n’est pas énorme. Si l’on a deux

valeurs taboues, alors on n’a que deux gènes de moins à comparer de l’étape en cours. Les calculs

précédents supposent qu’il n’y a pas de valeur taboue dans laliste, et constituent donc une borne

supérieure de la complexité réelle.
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FIGURE 2.8 – Probabilités pour les différents longueurs de la listetaboue.

2.6 Mutation

2.6.1 Mutation d’échange

L’opérateur de mutation classique pour les permutations est un opérateur de transposition (mu-

tation d’échange ouswap mutation) qui échange simplement deux gènes. Le but de la mutation est

de préserver la diversité dans la population et donc d’éviter la convergence prématurée.

2.6.2 Mutation par brassage

La mutation par brassage (scramble mutation) est plus perturbatrice que la mutation d’échange.

Au lieu d’échanger seulement deux gènes, elle brasse tous les gènes d’une sous-chaîne du chromo-

some. La séquence à muter est déterminée comme dans le croisement à deux points, c’est-à-dire que

l’on définit deux positions et on applique la mutation à la séquence de gènes situés entre ces deux

positions. Dans la mutationscrambleuniforme les positions sont choisies uniformément parmi tous

les gènes du chromosome. Elle nécessite un paramètre afin de contrôler la taille du sous-ensemble.

Les changements du chromosome augmentent si l’on choisit une longueur plus élevée.

2.7 Initialisation gloutonne

Les algorithmes génétiques ne permettent pas seulement l’extraction d’une solution candidate

à n’importe quel moment mais aussi l’insertion : si l’on dispose d’une bonne solution, il est pos-

sible de l’insérer dans la population afin de diriger la recherche aux alentours de cette solution. Pour
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l’isomorphisme de graphes, il existe plusieurs méthodes gloutonnes de construction de candidats. On

peut ainsi s’inspirer de l’approche de construction itérative de l’algorithme A* (Ullmann, 1976) :

à partir d’une solution vide, on ajoute la plus proche paire de sommets jusqu’à ce que la solution

couvre tous les sommets du graphe. En ne faisant pas de chaînage arrière, le temps de calcul est

négligeable. La solution ainsi construite n’est pas nécessairement optimale mais normalement assez

bonne. Une autre stratégie consiste à restreindre le nombrede variables en prenant en compte uni-

quement les attributs des sommets. Pour raffiner cette méthode, l’utilisation d’une valeur agrégée des

attributs des sommets et des arêtes et éventuellement des sommets voisins est possible. L’agrégation

peut se faire par exemple avec l’attribut du sommet et son degré.

Quelle que soit la méthode gloutonne choisie, l’individu que l’on introduit risque de prendre

le pas sur le reste de la population. Comme, dans la plupart des cas, sa qualité est très bonne par

rapport de celle des individus présents, il a plus de chancesde se reproduire. Notamment, pendant les

premières générations, les individus ne sont pas encore très spécialisés et c’est dans ces circonstances

que l’on souhaite normalement intégrer l’individu. Or, il faut maintenir la diversité afin de pouvoir

trouver l’optimum global si ce dernier se trouve ailleurs. Sinon l’algorithme va converger sur un

optimum local autour de l’individu et l’utilisation de l’approche génétique n’aurait à la limite pas de

justification.

Comment peut-on alors intégrer des stratégies gloutonnes afin qu’elles puissent indiquer de

bonnes solutions locales sans nuire à la diversité et ainsi àla recherche globale ? La réduction de

la pression sélective est une piste. L’inconvénient est quela convergence est alors ralentie. On peut

aussi utiliser une population qui n’admet pas de copies maiselle risque alors d’être dominée par

des individus proches du meilleur, par exemple issus d’une seule mutation, tandis que des solutions

intermédiaires menant à un autre optimum ne seront pas admises.

Une autre option consiste à faire de l’introduction des individus gloutons un processus répétitif.

Il faut, bien évidemment, s’assurer que les individus introduits à un instant donné ne soient pas (ou

avec une faible probabilité) égaux à des individus introduits avant. Les opérateurs *DPX présentés

dans la section 2.5.5 introduisent des individus gloutons àchaque génération. Ils assurent la diversité

car, d’une part, l’ordre dans lequel les sommets sont parcourus est aléatoire et d’autre part une liste

de valeurs taboues est utilisée. De plus l’amplitude des changements (le nombre de gènes altérés

par rapport aux parents) est proportionnelle à la similarité des parents. Au début de l’algorithme,

alors que les parents sont en général très différents, presque tous les chromosomes sont nouveaux.

On pourrait supposer que ceci a des effets négatifs sur la diversité puisqu’une telle approche glou-

tonne construit toujours le même chromosome à partir d’un même point de départ (par exemple le

chromosome vide si les parents n’ont rien en commun). Toutefois, en introduisant des contraintes,

on peut augmenter la probabilité d’obtenir des chromosomesdifférents, par exemple en interdisant

les gènes des parents. On peut donc maintenir la diversité.

En fait, la liste de gènes tabous que l’on obtient des parentsest très différente pour chaque paire
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de parents. Dans la deuxième génération, la population contient un certain nombre de solutions glou-

tonnes dont les contraintes se limitent aux listes taboues.Dans les générations suivantes, l’amplitude

des changements baisse, ce qui aide à exploiter plus efficacement les bonnes solutions déjà trouvées

(grâce à l’approche préservant la distance). On peut noter aussi que, si le nombre de solutions glou-

tonnes introduites dans la population devient trop grand, alors l’algorithme ne converge plus. Cet

effet semble dépendant de la précision de la méthode gloutonne utilisée. Par exemple, l’opérateur

DPX est plus précis que l’opérateur SDPX car il prend en compte plus d’informations. De même,

SDPX est plus précis que NDPX. Nous avons évalué expérimentalement la probabilité de croise-

ment optimale, qui signifie la fraction de solutions gloutonnes par générations dans ce cas, à 0,25

pour le DPX contre 0,35 pour le SDPX et 0,4 pour le NDPX (cf. Sec. 3.2.2, p. 62). Si l’on utilise

une méthode plus stricte, alors il faut l’appliquer sur moins d’individus.

2.8 Opérateurs par couleur

L’idée générale des opérateurs par couleur (Singh et al., 1997) est de réduire l’espace de re-

cherche en ne permettant que des appariements des sommets dela même classe. En fait, si l’on

suppose deux graphes de 20 sommets dont la moitié appartientà une classe et l’autre moitié à une

deuxième, alors l’espace de recherche se réduit d’environ2, 4× 1018 à7, 2× 106.

Pour y parvenir, on traite les parties du chromosome correspondant aux différentes classes (cou-

leurs) séparément. Il est évident que tous les opérateurs génétiques doivent respecter les classes

par la suite, c’est-à-dire notamment la procédure d’initialisation, le croisement, la mutation et la

recherche locale.

Quand on souhaite utiliser une stratégie par couleur, une classification de sommets adaptée au

domaine d’application est indispensable. En particulier,cette classification doit assurer qu’il n’est

pas possible d’obtenir un optimum en appariant deux sommetsde classes différentes. Un tel opti-

mum ne peut jamais être trouvé.

Nous étudions le croisement par couleur sur une base de molécules. Les résultats sont donnés

dans le chapitre 7, plus précisément dans la section 7.2.

2.9 Réglage des paramètres

L’inconvénient majeur des EA est le grand nombre de paramètres. La recherche des paramètres

optimaux est, en elle-même, un problème d’optimisation difficile (Eiben et al., 2007). En particulier,

il n’existe aucune règle générale fournissant de bons paramètres pour tous les problèmes, même si

l’effort a été considérable (voir par exemple Grefenstette, 1986; Goldberg, 1991b; Harik et al., 1999;

Cicirello & Smith, 2000; Cervantes & Stephens, 2006; Cantú-Paz, 2007). Quant à la théorie des EA,

elle ne s’applique pas aux algorithmes complexes. En 1999, Eiben et al. affirment qu’elle n’est pas
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considérée comme base utile pour la pratique.

De Jong (1975) a effectué une recherche expérimentale des bons paramètres d’un GA classique

pour différents problèmes numériques. En utilisant un codage binaire avec le croisement à un point

et la mutation binaire (bit mutation) comme opérateurs, il a trouvé notamment qu’une taille de

population de 50 avec une probabilité de croisement de 0,6 etune probabilité de mutation de 0,001

fournissent des résultats assez bons sur les fonctions testées. Par contre, on ne peut pas généraliser

ces paramètres à d’autres problèmes, ou si l’on utilise un autre codage, des opérateurs différents,

etc.

Grefenstette (1986) exploite les notions de la performanceen ligne (online) et hors-ligne (off-

line). La performance en ligne est une mesure tenant compte de la qualité de l’ensemble de la popu-

lation tandis que la performance hors-ligne s’intéresse uniquement au meilleur individu de chaque

génération. Il utilise un méta-GA pour optimiser les paramètres du GA considéré. Selon le type

de performance qu’il cherche à optimiser, les paramètres optimaux trouvés diffèrent beaucoup. Par

exemple la taille de la population est de 30 (en ligne) contre80 (hors-ligne) et la probabilité de

croisement est de 0,95 contre 0,45.

Il existe aussi des approches qui visent à construire un GA sans paramètres. Harik & Lobo (1999)

argumentent que l’utilisateur ne s’intéresse pas aux paramètres, il cherche uniquement une méthode

pour résoudre son problème. Dans leur tentative de supprimer les paramètres, ils fixent le taux de

croisement à 0,5 et le taux de sélection qui contrôle la pression sélective à 4. De fait, l’algorithme

n’est pas vraiment sans paramètres mais plutôt avec des paramètres fixés à l’avance.

Bien que les travaux sur les paramètres optimaux suggèrent des valeurs très différentes, on peut

néanmoins tirer des conclusions sur leurs ordres de grandeur. La probabilité de mutation est géné-

ralement très faible, autour d’un pour cent. Une heuristique dépendante de la longueurl du chro-

mosome (sous codage binaire) a été trouvée par Mühlenbein (1992) : un bon taux de mutation est

alors1/l. La probabilité de croisement varie à partir de 0,6 jusqu’à légèrement en-dessous de 1. En

général, elle ne devrait pas être trop petite. Les tailles depopulation documentées dans la littérature

s’étendent principalement sur l’intervalle de 20 à 100 individus.

Parmi les premiers travaux sur des paramétrages adaptatifs, la 1/5 success ruledéfinie par Re-

chenberg (1973) pour les ES est très importante. D’abord, ilintroduit une notion de succès d’une

mutation. De fait, on parle du succès si le descendant créé est meilleur que son parent. Dans ce cas la

mutation a améliorée l’individu. La proportion des mutations avec succès parmi toutes les mutations

devrait être1/5. L’adaptation est faite à l’aide de l’écart-type de la variable aléatoire utilisée pour

la mutation d’un gène. Si le quota est trop faible, alors on diminue la dispersion, ainsi la mutation

devient plus faible. Si le quota est trop fort, alors on utilise une mutation plus forte.
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2.9.1 Racing

Une méthode classique de déterminer les paramètres d’un algorithme génétique consiste à éva-

luer plusieurs jeux de paramètres ou configurations afin de choisir le meilleur parmi eux. Dans ce

but, l’algorithme est lancé plusieurs fois avec chaque jeu de paramètres afin de permettre une ana-

lyse statistique des résultats obtenu qui sert comme critère de sélection. En général, il est nécessaire

d’effectuer un grand nombre d’itérations afin d’obtenir uneestimation de la performance assez ro-

buste ce qui représente un coût de calcul important. La précision de l’estimation de la performance

dépend du nombre d’itérations.

L’idée du racing est de limiter le nombre d’itérations pour des jeux de paramètres peu promet-

teurs et de permettre ainsi de dédier plus de temps de calcul aux jeux de paramètres prometteurs.

En particulier, les jeux de paramètres seront exclus dès quel’on est certain que leur performance

réelle ne peut pas être supérieure à celle des autres. La certitude est exprimée par des intervalles

de confiances. S’il existe deux jeux de paramètres dont les intervalles de confiance de leurs perfor-

mances ne se recouvrent pas, alors le jeu de paramètres inférieur peut être exclu. Maron & Moore

(1994) proposent l’utilisation de l’inégalité d’Hoeffding pour calculer la probabilité que la moyenne

estimée d’un échantillon den données ne diffère pas plus qu’un certainε de la moyenne réelle. Soit

Etrue la moyenne réelle,Eest la moyenne estimée etB une borne de la variance des données, cette

probabilité est donné par

Pr (|Etrue − Eest| > ε) < 2e
−2nε2

B2 (2.15)

La valeur d’ε qui correspond à un niveau de confiance1 − δ est donnée par (Maron & Moore,

1994)

ε =

√
B2 log(2/δ)

2n
(2.16)

L’inégalité de Bernstein permet de définir des bornes plus stricts, mais nécessitent l’écart-type de

la distribution qui est en général inconnu (Heidrich-Meisner & Igel, 2009). En utilisant l’écart-type

empiriqueσ̂ et pour le même niveau de confiance1 − δ, ε est borné par (Heidrich-Meisner & Igel,

2009)

ε ≤ σ̂

√
2 log 3

δ

n
+

3B log 3
δ

n
(2.17)

Birattari et al. (2002) proposent une méthode similaire, dénomméF-Race, basée sur le test de

Friedman. Il s’agit d’un test non-paramétré basé sur l’ordonnancement des différents jeux de para-

mètres pour chaque instance du problème testé. L’hypothèsezéro est dans ce cas que tous les ordon-

nancements sont équiprobable. Si cette hypothèse est rejetée, alors les configurations sont comparés
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par paires entre le meilleur est tous les autres. Les configurations qui montrent une différence si-

gnifiante au meilleur jeu de paramètres sont exclues. Si les données suivent approximativement

une distribution gaussienne, l’analyse de variance (ANOVA) peut également être utilisée. Yuan &

Gallagher (2004) montrent cependant queF-Racessont plus efficaces que lesA-Racesbasés sur

l’ANOVA.

Bien que les méthodes deracing permettent de réduire le temps de calcul nécessaire pour éva-

luer les configurations et de se focaliser d’avantage sur lesjeux de paramètres prometteurs, ils ne

permettent pas de surmonter le problème du nombre infini des configurations possibles du aux pa-

ramètres continues, par exemple la probabilité de mutation. Pour obtenir un nombre limité de confi-

gurations, on discrétise généralement l’espace des paramètres. Nannen & Eiben (2007) proposent

REVAC. Il s’agit d’un algorithme d’estimation des distributions qui cherche des valeurs promet-

teuses pour chaque paramètre. Des configurations candidates sont ensuite tirées de ces distributions

et évaluées.

Une idée complémentaire auracing est lesharpening(Smit & Eiben, 2009). Les méthodes de

racing définissent un maximum du nombre d’itérations effectuées par configuration et réduisent ce

nombre pour les configurations éliminées.Sharpeningaugmente ce nombre maximal pendant la

recherche cherchant à augmenter la précision des estimations pour des bonnes configurations. La

combinaison deracing et sharpeningpermet de concentrer le temps de calcul disponible sur des

configurations prometteuses tout en limitant le temps dépensé pour l’évaluation des configurations

peu prometteuses.

2.9.2 No free lunch

Le théorèmeno free lunch(NFL, Wolpert & Macready, 1996, 1997; Ho & Pepyne, 2002) montre

du point de vue théorique que des paramètres optimaux généraux n’existent pas. En fait, Wolpert &

Macready argumentent que toutes les méthodes d’optimisation du type boîte noire ont une perfor-

mance identique moyennée sur l’ensemble des problèmes possibles. Ce résultat est indépendant de

la mesure de performance utilisée. Ils se limitent aux algorithmes du type boîte noire généralistes

(sans restrictions du domaine d’application), efficaces, c’est-à-dire qu’une solution déjà évaluée

n’est jamais réévaluée, et aux domaines finis, ce qui est évidemment le cas pour les ordinateurs. La

moyenne des performances est calculée sous une distribution uniforme sur l’ensemble de fonctions

(d’évaluation), mais une généralisation sur des distributions arbitraires existe (Igel & Toussaint,

2004).

En bref, il n’existe pas de méthode d’optimisation qui fonctionne mieux sur tous les problèmes

qu’une autre. Quand on obtient une meilleure performance sur une instance précise, on a forcément

des résultats inférieurs sur une autre. Comme deux EA avec des paramètres différents sont deux mé-

thodes différentes, le NFL implique qu’aucun jeu de paramètres n’est toujours meilleur qu’un autre.
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Cependant, plusieurs travaux montrent que le théorème ne s’applique pas toujours, par exemple pour

certaines classes de fonctions (Streeter, 2003), pour des algorithmes co-évolutionnaires (Wolpert &

Macready, 2005), ou encore dans des domaines continus (Auger & Teytaud, 2008). Ces derniers

n’ont pas été visés par le NFL classique. Rowe et al. (2008) donnent une réinterprétation récente du

théorème basé sur la théorie des ensembles et non probabiliste comme le NFL classique. Au lieu

d’essayer de quantifier les performances, ils s’intéressent aux symétries fondamentales et constatent

qu’elles sont présentes. Ce n’est donc pas le NFL qui est la cause des échecs constatés mais plutôt

son cadre probabiliste.



Chapitre 3

Choix des opérateurs et leurs paramètres

Dans ce chapitre, nous étudions le paramétrage de l’algorithme génétique en examinant suc-

cessivement les différentes composantes nécessaires : nous comparons les différents opérateurs de

croisement, ceux qui existent déjà (CX, PMX, UPMX et UOX) et ceux que nous proposons (PBX,

UPBX, DPX, SDPX et NDPX). Pour cela il est d’abord nécessaired’estimer les paramètres opti-

maux pour chacun d’entre eux car les performances d’un opérateur dépendent fortement des para-

mètres utilisés. Ces derniers varient beaucoup en fonctionde l’opérateur, c’est-à-dire que le jeu de

paramètres optimal en combinaison avec un opérateur spécifique n’esta priori pas optimal quand on

utilise un autre opérateur. Les paramètres étudiés sont concrètement la taille de la population, la pro-

babilité de croisement et la probabilité de mutation. Nous examinons ensuite le choix des stratégies

de sélection (cf. Sec. 3.4, p. 101) ainsi que les stratégies de mutation (cf. Sec. 3.5, p. 102).

3.1 Constitution des données de test

Nous décrivons dans cette section les données utilisées pour réaliser les expériences : nous uti-

lisons une base de graphes construits aléatoirement. La taille des graphes varie entre 5 et 100 par

pas de 5. Les graphes sont complets, c’est-à-dire complètement connectés. Les attributs des sommets

ainsi que ceux des arêtes sont des nombres aléatoires de l’intervalle[0, 1], calculés avec l’algorithme

Mersenne Twisterde Matsumoto & Nishimura (1998). Toutes les valeurs de l’intervalle sont donc

équiprobables.

Comme nous abordons le problème de l’isomorphisme inexact de graphes, nous étudions l’effet

du bruit sur les résultats des différents algorithmes. Dansce but, pour chaque graphe, on construit

un deuxième graphe en ajoutant du bruit sur les attributs dessommets et des arêtes en consi-

dérant des distributions gaussiennes d’écart-typeσ et de distributions uniformes sur l’intervalle

[−
√
3σ,+

√
3σ] (et par application d’une permutation aléatoire sur les sommets afin d’éviter des

solutions triviales). Ces valeurs mènent à des espérances de distance égales entre chaque graphe et

sa copie perturbée. Nous considérons, pour l’écart typeσ, 6 valeurs de 0 à 0,1 ce qui correspond à 0

59
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à 10% de la taille de l’intervalle des attributs générés précédemment. On peut donc aussi parler d’un

niveau de bruit de 0, 2, 4, 6, 8, et 10%.

Pour les expériences d’optimisation de paramètres, nous utilisons surtout des graphes de taille

40 avec un niveau de bruit intermédiaire (de 6%). Des graphesplus grands et des niveaux de bruit

plus élevés mènent à des temps de calcul plus longs. Comme lesexpérimentations supposent la prise

en compte de nombreuses combinaisons de mauvais paramètres, nous estimons que 40 est un bon

compromis entre temps de calcul et robustesse des résultats.

Les algorithmes sont exécutés 30 fois sur chaque paire de graphes de la base de graphes synthé-

tiques. Nous considérons 50 paires de graphes pour chaque taille et niveau de bruit. Afin d’estimer

la généralité de nos résultats, nous effectuons également certains tests en variant la taille de graphes

ou le niveau de bruit.

3.2 Détermination des paramètres optimaux pour les opérateurs de

croisement

Afin de permettre une comparaison juste entre les différentsopérateurs génétiques, il ne suffit

pas de les appliquer en utilisant les mêmes paramètres pour chacun. Bien que l’on puisse définir

quelques règles généralement applicables pour les choisir, chaque opérateur a ses particularités.

On estime souvent, pour le moteur générationnel, que le tauxde croisement doit être assez élevé

alors que la probabilité de mutation doit rester plutôt faible. Une importance particulière est souvent

accordée à la taille de la population qui a effectivement montré dans nos expérimentations qu’elle

joue un rôle important.

Une petite probabilité de croisement amène à un algorithme dont seule une partie des individus

est soumise aux variations génétiques, ce qui a une certainerelation avec le concept du fossé gé-

nérationnel (cf. Sec. 2.4, p. 37). En ce qui concerne la mutation, le raisonnement est inverse. Des

probabilités de mutation élevées correspondent à une recherche de plus en plus aléatoire et peuvent

détruire des solutions candidates déjà trouvées, ce qui conduit à des temps d’exécution plus grands.

3.2.1 Protocole expérimental

Comment peut-on trouver de bons paramètres ? L’optimisation combinatoire exacte dans un

espace à trois dimensions continues n’est pas faisable, d’autant plus que nous utilisons un total de

neuf opérateurs à évaluer. Il faut donc raisonnablement limiter la recherche du jeu de paramètres

optimal. De plus, comme les algorithmes génétiques font partie des méthodes non déterministes, il

faut effectuer un nombre représentatif de répétitions afin de s’assurer que les résultats obtenus sont

statistiquement significatifs.

Nous étudions d’abord indépendamment les paramètres pour chaque opérateur de croisement,
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puis nous comparons les opérateurs entre eux dans la section3.3. Nos expérimentations dans cette

section comportent deux étapes distinctes. Dans un premiertemps, nous optimisons individuelle-

ment les paramètres des algorithmes génétiques pour chaqueopérateur de croisement (séparément

pour le moteur générationnel etsteady-state). Pour cela nous appliquons une méthode itérative qui se

termine quand elle trouve un optimum local stable. Dans un second temps, nous étudions l’influence

du bruit sur les paramètres optimaux dans le voisinage des optima respectifs des opérateurs.

Méthode Le réglage de paramètres définit un problème d’optimisationnon séparable. Une re-

cherche exhaustive de toutes les combinaisons n’étant pas faisable, nous visons de trouver, au moins,

un optimum local. Dans ce but, nous appliquons manuellementune stratégie correspondant à la des-

cente de gradient : en commençant avec un jeu de paramètres fixe, nous varions les trois paramètres

indépendamment. Nous déterminons ensuite le paramètre quiaméliore le plus les résultats. Nous

adaptons alors pour ce paramètre la meilleure valeur constatée pendant que les autres paramètres

restent inchangés. Nous réitérons les tests pour les paramètres qui ne viennent pas d’être changés, à

partir de ce nouveau jeu de paramètres modifié. Nous répétonscette procédure jusqu’à ce qu’aucun

changement individuel d’un seul paramètre ne donne de meilleures performances. Dans les sections

suivantes, nous présentons les variances des paramètres autour de l’optimum trouvé.

Nous utilisons initialement une population de 100 individus, une probabilité de croisement de

0,99 et une probabilité de mutation de 0,1. Nous définissons des intervalles non uniformes qui sont

plus petits dans le domaine où nous espérons trouver l’optimum. Par exemple, pour la probabilité de

croisement, on utilise généralement des probabilités assez élevées. On choisit donc des intervalles

larges pour de petites probabilités (d’une largeur de 0,1 entre 0,1 et 0,8), et réduit successivement

la taille de ces intervalles pour des probabilités plus élevées : nous utilisons des intervalles d’une

largeur de 0,05 pour des probabilités entre 0,8 et 0,95, puisd’une largeur de 0,01 jusqu’à 0,99.

Quant à la taille de la population, nous n’avons pas une idée très précisea priori de la taille optimale

que l’on peut espérer. Nous couvrons donc un domaine très large entre 10 et 1000 individus.

Nous évaluons les différents choix des paramètres en regardant le taux de succès (SR) et la

distance moyenne de la solution de référence ainsi que le temps de calcul également en termes de

nombre d’appels à la fonction d’évaluation. Nous estimons l’importance relative de chaque para-

mètre en utilisant la variance de la série des SR obtenus. Bien que ces valeurs ne soient pas com-

parables directement pour les différents paramètres (du fait du choix« défini» des intervalles ainsi

que de la nature différente des paramètres), on peut en tirerdes conclusions du type :« un certain

paramètre est plus important pour un opérateur que pour un autre.»

Présentation des résultats Les diagrammes (cf. par exemple Fig. 3.1, p. 63) représentent en même

temps le taux de réussite et le nombre d’appels à la fonction d’évaluation (ou le temps de calcul pour

les croisements intelligents). Les deux courbes sont tracées sur leur échelle respective. Les axes des
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ordonnées correspondants sont indiqués à gauche, en rose pour le taux de succès, et à droite pour

le nombre d’appels à la fonction d’évaluation ou le temps de calcul, en bleu. Afin de faciliter la

comparaison entre les différents opérateurs, la plupart des figures utilise les mêmes échelles. Dans le

cas contraire, nous changeons la couleur de l’échelle divergente en rouge. Cependant, nous utilisons

toujours les valeurs exactes pour la détermination des paramètres, il se peut donc que certains effets

décrits ne soient pas visibles sur les figures.

3.2.2 Moteur générationnel

Dans cette sous-section, nous examinons la taille de la population et les probabilités de croise-

ment et mutation dans l’environnement d’un moteur générationnel (décrit dans le Ch. 2, Sec. 2.4,

p. 37). Ensuite, nous présentons les résultats obtenus pourles différents opérateurs de croisement

décrits dans la section 2.5 :

CX

CX (cf. Sec. 2.5.4, p. 42) est un opérateur qui ne perturbe quetrès peu les schémas. En particulier,

il garantit que chaque gène du descendant vient de l’un de sesparents. Les trois diagrammes de la

figure 3.1 montrent sa sensibilité aux trois paramètres, respectivement la taille de la population, et

les probabilités de croisement et de mutation.

Nous nous intéressons d’abord à l’influence de la taille de lapopulation. Nous constatons de bons

taux de succès quand la taille de la population franchit une certaine borne inférieure qui dépend de

la taille des graphes considérés : des populations très petites conduisent à des taux de succès nuls. A

partir d’une certaine valeur, le taux de succès s’accroît brusquement jusqu’à 1 et reste à ce niveau. Le

nombre d’appels à la fonction d’évaluation atteint sa valeur minimale pour des tailles de population

supérieures au seuil observé pour le taux de succès. Les deuxseuils sont croissants en fonction de

la taille des graphes. Il n’est donc pas possible de définir une taille de population fixe menant à

de bons résultats pour toute taille de graphe. Nous constatons que la taille de population minimale

nécessaire pour obtenir un bon taux de succès correspond environ à deux fois la taille du graphe

(par exemple 40 individus pour un graphe de taille 20). Afin d’optimiser le temps de calcul, une

augmentation additionnelle est nécessaire. Cette augmentation n’a pas d’effet négatif sur le taux

de succès. De manière générale, une taille assez élevée (à partir de 400) donne des performances

acceptables, même si le temps de calcul peut être légèrementréduit en utilisant des valeurs plus

petites pour des graphes moins grands. Par la suite nous utilisons une taille égale à 400.

En ce qui concerne la probabilité de croisement (cf. Fig. 3.1, p. 63, diagramme du milieu), on

observe que le taux de réussite augmente en corrélation directe avec la probabilité de croisement.

L’optimum se trouve alors au maximum, c’est-à-dire à 0,99. On peut toutefois noter qu’à partir

d’environ 0,8 les améliorations sont assez faibles. Nous constatons également une corrélation in-
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FIGURE 3.1 – Performance du croisement CX en fonction des trois paramètres.
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verse faible entre le nombre d’appels à la fonction d’évaluation et la probabilité de croisement. Une

probabilité de 0,99 est donc aussi préférable du point de vuedu temps de calcul. On constate égale-

ment que des probabilités de croisement inférieures à 0,3 mènent à des taux de succès insatisfaisants.

Par la suite, nous utilisons donc une probabilité de croisement égale à 0,99.

En termes de probabilité de mutation (cf. Fig. 3.1, p. 63, diagramme du bas), nous observons

pour toutes les tailles de graphes un taux de succès de près de1, uniquement avec des probabilités

de mutation élevées, autour de 0,6. Contrairement à la règlegénérale qui recommande d’utiliser

des probabilités de mutation très faibles, celles-ci donnent des résultats médiocres, tandis que des

probabilités moyennes conduisent à des valeurs de taux de succès autour de 0,75 pour la taille 40.

Concernant le nombre d’appels à la fonction d’évaluation, nous observons un minimum à 0,6 qui

coïncide avec le meilleur taux de succès. Les différences sont assez faibles sur une région étendue

(de 0,1 à 0,6), seules des probabilités encore plus élevées que 0,6, notamment 0,7, ou inférieures à

0,05 subissent une forte croissance du temps de calcul.

PMX

Les résultats de l’opérateur PMX (cf. Sec. 2.5.4, p. 42), illustrés par la figure 3.2, ne montrent

pas de relation monotone avec la taille de la population. Nous constatons deux optima locaux du taux

de succès : celui-ci est maximal lorsque la population est assez petite (autour d’une vingtaine d’in-

dividus) mais aussi entre environ 120 et 200 individus (cf. diagramme du haut). Le nombre d’appels

à la fonction d’évaluation est beaucoup plus important dansle premier cas. Toutefois, le minimum

du nombre d’appels à la fonction d’évaluation ne coïncide pas non plus avec le deuxième maximum

du taux de succès mais se trouve autour de 100, indépendamment de la taille de graphes. Pour des

populations plus grandes, le nombre d’appels à la fonction d’évaluation augmente constamment.

Nous constatons ainsi un conflit entre les deux buts de la recherche des paramètres optimaux, un

taux de succès maximal et un temps de calcul minimal (ou du moins faible). Il faut donc définir un

compromis entre ces deux objectifs. En général, nous cherchons un taux de succès élevé (de 0,99) et

celui-ci n’est possible qu’à partir de 120 individus, valeur que nous considérons dans la suite. Bien

que les valeurs du taux de succès et du nombre d’appels à la fonction d’évaluation varient selon la

taille de graphes, la position des optima reste inchangée.

En regardant le rapport entre la probabilité de croisement et le taux de succès (cf. Fig. 3.2, p. 65,

diagramme du milieu), nous constatons une corrélation directe : plus la probabilité est élevée, plus

le taux de succès est élevé. En ce qui concerne le nombre d’appels à la fonction d’évaluation, il

atteint son minimum pour des probabilités élevées ; pour desprobabilités de croisement faibles, il

est beaucoup plus important. A partir de 0,85, il est légèrement croissant. De manière générale, une

probabilité très élevée est préférable bien que l’on n’observe plus de grandes différences à partir de

0,95. Nous utilisons 0,99 par la suite.



3.2. DÉTERMINATION DES PARAMÈTRES OPTIMAUX 65

 

 

40 sommets

35 sommets

30 sommets

25 sommets

20 sommets

GGA - PMX - Bruit unif. 6 - Croisement 0.99 - Mutation 0.4

Taille de la population (en dizaines)

N
om

br
e

d’
ap

pe
ls

à
la

fo
nc

tio
n

d’
év

al
ua

tio
n

Ta
ux

de
su

cc
ès

1 1.5 2 2.5 3 4 5 6 7 8 9 10 12 14 16 18 20 25 30 40 50 60 70 100

×105

0

1

2

3

4

5

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

 

 

40 sommets
35 sommets
30 sommets
25 sommets
20 sommets

GGA - PMX - Bruit unif. 6 - Population 120 - Mutation 0.4

Probabilité de croisement en pourcentage

N
om

br
e

d’
ap

pe
ls

à
la

fo
nc

tio
n

d’
év

al
ua

tio
n

Ta
ux

de
su

cc
ès

10 20 30 40 50 60 70 80 85 90 95 96 97 98 99

×105

0

1

2

3

4

5

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

 

 

40 sommets

35 sommets

30 sommets

25 sommets

20 sommets

GGA - PMX - Bruit unif. 6 - Population 120 - Croisement 0.99

Probabilité de mutation en pourcentage

N
om

br
e

d’
ap

pe
ls

à
la

fo
nc

tio
n

d’
év

al
ua

tio
n

Ta
ux

de
su

cc
ès

0.1 1 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 20 25 30 40 50 60 70

×105

0

1

2

3

4

5

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

FIGURE 3.2 – Performance du croisement PMX en fonction des trois paramètres.
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GGA - PMX - 40 sommets - Bruit unif. 6 - Population 120 - Croisement 0.99
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FIGURE 3.3 – Performance du croisement PMX en fonction de la probabilité de mutation.

Quand on s’intéresse à l’influence de la probabilité de mutation (cf. Fig. 3.2, p. 65, diagramme

du bas), on constate qu’il existe une valeur optimale, proche de 0,4 pour le meilleur taux de succès, et

légèrement inférieure pour le minimum du nombre d’appels à la fonction d’évaluation. De fait, des

probabilités très élevées ou très faibles mènent à des résultats insatisfaisants. Le pic du meilleur taux

de succès à 0,4 devient plus significatif avec des graphes plus grands, mais garde sa position. Ceci

favorise le choix de cette valeur, même si le temps de calcul est plus élevé que pour des probabilités

légèrement inférieures. La figure 3.3 montre le comportement autour du pic à une échelle beaucoup

plus détaillée, pour des graphes de 40 sommets. Le nombre d’appels à la fonction d’évaluation

montre une croissance importante avec les probabilités entre 0,35 et 0,45, passant de5, 1 × 104 à

12, 2 × 104, tandis que le taux de succès monte d’environ 0,95 à plus de 0,99 entre 0,36 et 0,39

avant d’approcher 1. Les différences entre 0,4 et 0,42 de probabilité de mutation sont négligeables

en termes de taux de succès mais importantes en termes de temps de calcul. C’est pourquoi nous

favorisons la valeur de 0,4.

UPMX

Quand on utilise la version uniforme de l’opérateur PMX (UPMX, cf. Sec. 2.5.4, p. 42) dont les

résultats sont représentés par la figure 3.4, on constate uneforte sensibilité à la taille de la population

et à la probabilité de croisement : en ce qui concerne la taille de la population, illustrée sur le

diagramme du haut, nous constatons que l’optimum en termes de taux de succès se trouve autour de

90, ou, pour des graphes plus petits, sur un intervalle dont la borne inférieure est d’environ 90. Pour

les grands graphes, il se forme un pic qui devient considérablement plus marquant avec la taille des

graphes.

Contrairement au taux de succès, l’optimum en termes de temps de calcul se situe à des tailles

plus faibles, autour de 70 pour des graphes de taille 40 et légèrement supérieures pour des graphes
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FIGURE 3.4 – Performance du croisement UPMX en fonction des trois paramètres.
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FIGURE 3.5 – Performance du croisement UPMX en fonction de la probabilité de croisement sur

une échelle restreinte.

plus petits. La croissance du nombre d’appels à la fonction d’évaluation est très importante pour des

probabilités plus élevées. Toutefois, le taux de succès correspondant au minimum du temps de calcul

est seulement autour de 0,8 pour des graphes de 40 sommets, cequi nous paraît insatisfaisant. Nous

choisissons de définir un compromis qui privilégie le taux desuccès plutôt que le nombre d’appels

à la fonction d’évaluation et nous utilisons donc une population de 90 individus.

Quant à l’influence de la probabilité de croisement (cf. Fig.3.4, p. 67, diagramme du milieu), on

observe également un pic marquant sur la courbe du taux de succès, qui se situe autour de 0,8. Ce pic

devient plus marquant quand la taille des graphes augmente.Les résultats autour de cette valeur pour

des graphes de taille 40, en utilisant une échelle plus fine (restreinte sur l’intervalle[0, 75; 0, 85]),

sont montrés sur la figure 3.5. Nous constatons que le taux de succès maximal est obtenu avec une

probabilité de croisement de 0,81. Ce taux de succès n’est que marginalement supérieur à celui

obtenu avec une probabilité de 0,8 mais le nombre d’appels à la fonction d’évaluation augmente

considérablement. Il semble donc plus approprié d’utiliser la probabilité de 0,8. Il faut néanmoins

noter que l’UPMX est extrêmement sensible à la probabilité de croisement.

La mutation joue un rôle moins important que les autres deux paramètres (cf. Fig. 3.4, p. 67,

diagramme du bas). Pour des valeurs moyennes (entre 0,1 et 0,2), le taux de succès est autour de 0,9

et le nombre d’appels à la fonction d’évaluation reste assezfaible. Pour des probabilités plus petites

ou plus grandes, le taux de succès baisse et le temps de calculaugmente. Dans cette plage, les

différences sont assez faibles, mais nous constatons que letaux de succès est croissant. Le minimum

du temps de calcul est obtenu à 0,1. La probabilitéoptimaledoit donc être choisie entre 0,1 et 0,2.

Quand on augmente la probabilité à l’intérieur de cette plage, le taux de succès augmente légèrement

ainsi que le nombre d’appels à la fonction d’évaluation. Nous choisissons une valeur de 0,12.
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PBX

La figure 3.6 illustre la relation entre les valeurs des troisparamètres et les performances de

l’algorithme pour le croisement PBX (cf. Sec. 2.5.5, p. 44).Le taux de succès montre deux optima

locaux, le premier pour une population de taille 10 et le deuxième sur l’intervalle entre 120 et

250 individus. Entre les deux, nous constatons un minimum très marquant autour d’une trentaine

d’individus. Les positions des trois extrema sont indépendantes de la taille de graphes. La perte

de précision dans le minimum augmente cependant avec la taille de graphes. Le nombre d’appels

à la fonction d’évaluation montre deux minima, le premier autour d’une dizaine d’individus et le

deuxième sur l’intervalle entre environ 60 et 150 individus. Parmi ces deux minima, le meilleur

est le deuxième dont l’intervalle recouvre en plus l’intervalle du second maximum pour le taux

de succès. En étudiant le chevauchement de plus près, notamment sur l’intervalle entre 80 et 200

individus, on peut constater que le nombre d’appels à la fonction d’évaluation ainsi que le taux de

succès sont croissants avec la taille de la population. Nouscherchons cependant à minimiser l’un

et maximiser l’autre, ce qui mène à un conflit d’objectifs. Nous choisissons alors une population de

120 individus, ce qui donne des taux de succès de près de 1 avecun nombre d’appels à la fonction

d’évaluation limité.

La probabilité de croisement doit être assez forte (cf. Fig.3.6, p. 70, diagramme du milieu) :

le taux de succès ainsi que le nombre d’appels à la fonction d’évaluation profitent en général de

valeurs élevées. Cependant pour ce dernier, pour des probabilités supérieures à 0,9, le temps de

calcul augmente légèrement. Nous avons choisi une valeur de0,96 qui paraît être la meilleure,

même si les différences entre 0,95 et 0,99 sont marginales.

En ce qui concerne la probabilité de mutation, nous observons un maximum de taux de succès

autour de 0,3 à 0,4 indépendamment de la taille des graphes. Aussi le nombre d’appels à la fonction

d’évaluation reste minimal sur une large plage de valeurs, entre 0,05 et 0,3. Même si les valeurs sont

comparables sur ce plateau, on peut constater une légère tendance décroissante. En dehors de ces

limitations, le temps de calcul devient beaucoup plus important.
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FIGURE 3.6 – Performance du croisement PBX en fonction des trois paramètres.
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FIGURE 3.7 – Performance du croisement UPBX en fonction des trois paramètres.
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UPBX

La figure 3.7 montre l’influence des trois paramètres sur l’opérateur UPBX (cf. Sec. 2.5.5, p. 44).

Les effets de la taille de la population sur des graphes de différentes tailles sont illustrés sur le

diagramme du haut. Les meilleurs taux de succès sont obtenusavec des tailles entre 80 et 160

individus indépendamment de la taille des graphes. Le minimum du nombre d’évaluations de la

fonction d’évaluation se situe autour de 90. Le diagramme montre en particulier que, comme pour

PMX, UPMX et PBX, la taille de graphes n’a pas d’influence sur la taille de populationoptimale.

De plus, UPBX profite d’une probabilité de croisement assez forte (cf. Fig. 3.7, p. 71, diagramme

du milieu). Le taux de succès augmente et le nombre d’appels àla fonction d’évaluation diminue

quand la probabilité augmente.

Une probabilité de mutation comprise entre 0,01 et 0,3 mène àdes taux de succès de plus de

0,9 indépendamment de la taille de graphes. Pour des probabilités beaucoup plus élevées, le taux

de succès baisse. La probabilité à partir de laquelle on constate cette baisse dépend de la taille de

graphes : pour des graphes plus petits, elle est plus élevée.L’optimum du taux de succès se situe

entre 0,2 et 0,3. Quant au nombre d’appels à la fonction d’évaluation, il atteint son minimum pour

une probabilité de 0,2. Toutefois, nous constatons des valeurs similaires sur l’intervalle entre 0,05 et

0,3. Nous utilisons par la suite la probabilité de 0,2.

UOX

Le croisement basé sur l’ordre uniforme (UOX) (cf. Sec. 2.5.4, p. 42) esta priori peu adapté au

problème car il est basé sur l’ordre des gènes uniquement et ne prend pas en compte leurs positions

absolues. Comme illustré par la figure 3.8, il montre une forte sensibilité à tous les paramètres.

Par conséquent, l’analyse globale avec les mêmes intervalles que pour les autres opérateurs donne

uniquement une idée générale et une granularité plus fine s’avère nécessaire.

Nous constatons dans le diagramme du haut (cf. Fig. 3.8, p. 73) que la taille optimale de la

population par rapport au taux de succès comme au nombre d’appels à la fonction d’évaluation est

de 9 ou 10. On observe qu’il y a des chutes importantes du taux de succès entre 10 et 11 et entre 12 et

13. Le passage de 9 à 10 est également accompagné d’une forte augmentation du nombre d’appels à

la fonction d’évaluation. Les différences observées semblent plus importantes qu’entre 11 et 12. Ceci

s’explique par l’utilisation d’une probabilité de croisement fixée à 0,6 en combinaison avec une taille

de la population très faible, le nombre d’individus créés avec le croisement étant un nombre entier.

On obtient 6 individus pour une population de taille 10 et 11,et 7 individus quand la population est

de 11 et 12. Il y a donc un individu de plus qui est transmis à la prochaine génération sans croisement,

ce qui n’est pas dû à la taille de population directement maisà des effets d’arrondi. Nous estimons

que ceci constitue une incohérence que l’on peut régler en fixant le nombre d’individus non soumis

au croisement.
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FIGURE 3.8 – Performance du croisement UOX en fonction des trois paramètres.
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FIGURE 3.9 – Performance de l’opérateur UOX en fonction de la taillede la populationsp, pour des

probabilités de croisement définies parsp−4
sp

telles que le nombre de chromosomes non soumis au

croisement soit égal à 4.

Afin d’éliminer cet effet, nous utilisons une probabilité decroisement dépendante de la taille de

populationsp et non constante : nous la définissons commepc =
sp−4
sp

afin de garantir un nombre

d’individus non soumis au croisement constant et égal à 4. Lafigure 3.9 montre les résultats. L’in-

cohérence a été effectivement éliminée et nous constatons un léger changement de la taille de po-

pulation optimale qui reste entre 9 et 10 individus. Dans lesdeux cas, en respectant une probabilité

de croisement fixe ou un nombre d’individus non soumis au croisement fixe, la différence entre la

taille 9 et la taille 10 n’est statistiquement pas significative. On obtient des p-valeurs autour de 0,7

(cf. Ann. D.12, p. 253).

En variant la probabilité de croisement, nous observons un seul pic du taux de succès qui atteint

1 pour une probabilité de 0,6 (cf. Fig. 3.8, p. 73, diagramme du milieu). Pour les probabilités plus

faibles, le taux de succès diminue rapidement. Quant aux probabilités de croisement supérieures, le

taux de succès atteint 0 à partir de 0,85.

Les résultats sont aussi très dépendants de la probabilité de mutation choisie. Nous observons

sur le diagramme du bas que la valeur optimale est de 0,14. Lesrésultats avec 0,14 et 0,15 sont

statistiquement indépendants (p = 0, 0001), tandis qu’entre 0,13 et 0,14 une ambiguïté ne peut pas

être rejetée (p = 0, 243).

DPX

L’analyse des opérateurs intelligents (cf. Sec. 2.5.5, p. 44), DPX, SDPX et NDPX, nécessite le

changement de la mesure du temps d’exécution. Pour les opérateurs précédents, nous avons utilisé

le nombre d’appels à la fonction d’évaluation, car le coût total ne dépend quasiment que de celui-ci.

Les opérateurs intelligents incluent le calcul d’unefitnesspartielle basée sur la fonction d’évaluation.
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Le coût en termes de calcul varie beaucoup selon l’opérateuret selon la distance de Hamming entre

les parents, comme décrit dans la section 2.5.5 (cf. Fig. 2.7, p. 49) et il peut atteindre des niveaux

supérieurs à un appel à la fonction d’évaluation. Aussi, il est nécessaire de mesurer directement

le temps. L’inconvénient de cette méthode est le manque de généralité. Il n’est en particulier plus

possible de comparer les résultats obtenus avec ceux obtenus avec d’autres implémentations ou sur

d’autres machines.

Le diagramme du haut de la figure 3.10 montre les résultats de DPX en fonction de la taille de la

population. Nous constatons que le taux de succès est presque toujours d’1 indépendamment de la

taille de la population et de la taille des graphes. La seule exception se situe autour d’une quinzaine

d’individus où le taux baisse légèrement. La perte est croissante avec la taille des graphes. En ce qui

concerne le temps de calcul, nous observons un plateau minimal entre environ 20 et 200 individus

dont le minimum se trouve à 50.

La probabilité de croisement a une forte influence sur les résultats. Nous constatons que la pro-

babilité optimale est beaucoup plus faible que pour les autres opérateurs ; avec une valeur de 0,25

en particulier, elle est même beaucoup plus faible que les probabilités normalement constatées dans

la littérature (cf. Sec. 2.9, p. 54). En outre, si la probabilité dépasse un seuil de 0,5, alors le taux

de succès tombe à 0, le temps de calcul dépasse une seconde et devient beaucoup trop important

pour que la prise en compte de ces valeurs ait un intérêt. En cequi concerne les probabilités faibles,

nous observons une forte corrélation avec la taille de la population. Le diagramme du haut de la

figure 3.11 illustre cette relation. En effet, pour chaque probabilité de croisement entre 0,15 et 0,45,

il existe au moins un intervalle de la taille de populations qui mène à des taux de succès de 1 (comme

l’intervalle [50; 1000] sur le diagramme du haut de la figure 3.10). Parmi les valeurs de cet intervalle,

nous choisissons celle qui minimise le temps de calcul. Cette taille de la population optimale est dé-

croissante avec la probabilité de croisement (cf. la courbeen rouge sur la Fig. 3.11, p. 77). Le temps

de calcul associé à la taille de la population optimale est montré en bleu ; dans l’intervalle illustré

dans la figure, il reste quasiment inchangé, en dehors de cet intervalle (des deux côtés) il augmente

énormément. Nous observons un optimum global pour le temps à0,25 avec une taille associée de 50

individus. Par conséquent, la taille de la population et la probabilité de croisement ne peuvent pas

être considérées comme indépendantes.

La probabilité de mutation, illustrée sur le diagramme du bas (cf. Fig. 3.10, p. 76), peut se situer

dans un intervalle assez large entre 0,01 et 0,4 sans changerle taux de succès de 1. En dehors de

ces bornes, le taux de succès chute fortement, ce qui est dû, pour les probabilités plus faibles, au

manque de possibilité de quitter les optima locaux et donc à une convergence prématurée. Pour les

probabilités très élevées, la recherche devient aléatoireet ressemble plus à une approche par force

brute. Quand on étudie le temps de calcul, on observe un minimum autour de 0,25, ce qui est la

valeur que nous avons choisie.
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FIGURE 3.10 – Performance du croisement DPX en fonction des trois paramètres.
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FIGURE 3.11 – Taille de population optimale en fonction de la probabilité de croisement pour DPX

(en haut), SDPX (au milieu) et NDPX (en bas).
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SDPX et NDPX

Les croisements SDPX et NDPX (cf. Sec. 2.5.5, p. 44) présentent des comportements tout à fait

similaires (cf. Figs. 3.12 et 3.13, p. 79 et 80 respectivement). Nous les commentons donc simulta-

nément. SDPX et NDPX sont plus sensibles à la taille de la population que DPX. Le diagramme du

haut montre les résultats en fonction de la taille de population. Nous observons un intervalle entre

15 et 300 pour SDPX, et entre 15 et 100 respectivement pour NDPX, individus qui mène à un taux

de succès de 1. Pour des petits graphes cet intervalle s’élargit. En ce qui concerne le temps de calcul,

il existe un minimum autour de 25 individus, indépendammentde la taille des graphes. Pour des

populations plus petites que cet optimum, le temps de calculaugmente beaucoup plus fortement que

pour des populations plus grandes.

SDPX et NDPX montrent la même dépendance à la probabilité de croisement que DPX. Des

bons taux de succès ne sont possible qu’avec des probabilités faibles (cf. diagrammes du milieu).

Nous observons que l’intervalle est plus restreint pour NDPX que pour SDPX. Au-dessus de 0,4 le

temps de calcul augmente énormément et à partir de 0,5 le tauxde succès baisse sensiblement. Le

diagramme du milieu pour SDPX et du bas pour NDPX de la figure 3.11 montrent la corrélation entre

la probabilité de croisement et la taille de population optimale associée. Nous constatons que cette

relation est beaucoup moins marquante que dans le cas de DPX (cf. Fig. 3.11, p. 77, diagramme du

haut). Les populations varient entre 15 (avec une probabilité de croisement de 0,15) et 25 individus

(avec une probabilité de croisement de 0,45) ou 30 individusrespectivement pour NDPX. La taille de

la population optimale croît donc légèrement avec la probabilité de croisement, ce qui est l’inverse

de DPX. Les différences de temps de calcul sont, quant à elles, beaucoup plus importantes. Nous

observons en particulier un minimum significatif à la probabilité de croisement de 0,35 (SDPX) et

de 0,4 (NDPX).

SDPX est peu sensible à la probabilité de mutation mais plus sensible que DPX. Nous observons

des taux de succès autour de 1 pour une probabilité d’environ0,3 (cf. Fig. 3.12, p. 79, diagramme

du bas). NDPX est encore plus sensible à la probabilité de mutation que SDPX. Nous observons un

taux de succès supérieur à 0,9 entre 0,05 et 0,3. Si l’on souhaite un taux proche de 1, il faut une

probabilité de mutation de 0,3 (cf. Fig. 3.13, p. 80 en bas). Le minimum du temps de calcul se situe,

dans les deux cas, également autour de 0,3.
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FIGURE 3.12 – Performance du croisement SDPX en fonction des trois paramètres.
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FIGURE 3.13 – Performance du croisement NDPX en fonction des trois paramètres.
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3.2.3 Moteur steady-state

Nous examinons ensuite le comportement des opérateurs dansle cas des moteurssteady-state

(décrits dans le Ch. 2, Sec. 2.4, p. 37). Nous utilisons le même protocole de test que précédemment

avec un paramètre de moins : la probabilité de croisement. Eneffet, nous appliquons toujours le

croisement à la création d’un enfant. Nous utilisons une population triée qui n’accepte pas de copies

d’un même chromosome : si un enfant créé correspond exactement à un individu déjà dans la popu-

lation, il est refusé et un autre est créé à sa place. S’il s’agit d’un chromosome qui n’est pas encore

présent dans la population, il remplace le pire de la population. Le moteursteady-state, dans cet

implémentation, effectue donc une recherche plus agressive qu’un moteur générationnel. Il risque

donc de s’arrêter dans des optima locaux plus que dans l’optimum global.
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FIGURE 3.14 – Performance du croisement CX en fonction des deux paramètres.

CX

Le diagramme du haut de la figure 3.14 montre le taux de succès et le nombre d’appels à la

fonction d’évaluation en fonction de la taille de la population. Nous observons que le taux de succès

est croissant avec la taille de la population. Le nombre d’appels à la fonction d’évaluation présente

un minimum dans l’intervalle entre 500 et 700 individus (sauf pour des graphes très petits pour

lesquels il atteint son minimum avec des populations plus petites).

Le diagramme du bas de la figure 3.14 illustre le taux de succèset le nombre d’appels à la

fonction d’évaluation en fonction de la probabilité de mutation. Nous observons que CX est très

peu sensible à cette probabilité car le taux de succès atteint son maximum sur tout l’intervalle entre

0,01 et 0,7. Le nombre d’appels à la fonction d’évaluation diminue jusqu’à 0,6, il augmente ensuite

très légèrement. L’optimum du temps de calcul se situe donc à0,6. Il est donc réellement nécessaire

d’utiliser une probabilité de mutation assez forte, même sil’on possède de la marge pour justifier la

valeur exacte.
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FIGURE 3.15 – Performance du croisement PMX en fonction des deux paramètres.

En comparaison avec les résultats obtenus avec un moteur générationnel, nous constatons que

la taille de la population optimale est beaucoup plus élevée. Par contre, la probabilité de mutation

optimale est identique.

PMX

Nous constatons que le taux de succès de PMX est croissant avec la taille de la population, de

même que le nombre d’appels à la fonction d’évaluation (cf. Fig. 3.15, p. 83). Pour des graphes de

moins de 35 sommets, un taux de succès de 1 est possible tandisque pour des graphes plus grands,

le taux de succès maximal observé est inférieur. En particulier, pour des graphes ayant 40 sommets,

nous observons un taux maximal d’environ 0,9 seulement.

En ce qui concerne la probabilité de mutation (cf. Fig. 3.15,p. 83, diagramme du bas), l’influence

est moins marquée. Le taux de succès n’augmente que légèrement avec la probabilité de mutation.

Les différences du nombre d’appels à la fonction d’évaluation sont faibles pour des probabilités

comprises entre 0,01 et 0,7. Comme le taux de succès maximal est observé à 0,7, nous utilisons par
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FIGURE 3.16 – Performance du croisement UPMX en fonction des deux paramètres.

la suite cette probabilité.

On peut noter que les deux paramètres choisis correspondentau maximum du domaine de l’étude

que nous avons menée. Il est possible qu’en augmentant encore les paramètres, on puisse atteindre de

meilleures précisions et un taux de succès de 1. Toutefois, une population de plus de 1000 individus

est extrêmement grande et, en combinaison avec une probabilité de mutation de 0,7, elle revient

à une recherche aléatoire. Il semble donc que le moteursteady-statene soit pas compatible avec

l’opérateur PMX en ce qui concerne notre problème d’optimisation.

UPMX, PBX et UPBX

Les opérateurs UPMX, PBX et UPBX montrent des comportementstrès similaires. Nous les

commentons donc simultanément. Le diagramme du haut des figures 3.16, 3.17 et 3.18 respectives,

montre que, pour les trois opérateurs, le taux de succès est croissant avec la taille de la population.

A partir d’un seuil de 400 individus pour UPMX, et légèrementinférieur pour PBX et UPBX, le

taux est proche de 1 pour toutes les tailles de graphes testées. Le nombre d’appels à la fonction
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FIGURE 3.17 – Performance du croisement PBX en fonction des deux paramètres.

d’évaluation atteint un minimum autour entre 300 et 400 (UPMX), autour de 300 (PBX), entre 250

et 400 (UPBX) individus. Comme le taux de succès est croissant avec la taille de la population, nous

utilisons les bornes supérieures respectives comme taillede population, soit 400 pour UPMX, 300

pour PBX et 400 pour UPBX.

Les résultats sont quasiment indépendants de la probabilité de mutation (cf. diagrammes du bas

des Fig. 3.16, 3.17 et 3.18) à la fois en ce qui concerne le tauxde succès et le nombre d’appels à la

fonction d’évaluation. Nous identifions un minimum de ce dernier à 0,06 pour UPMX et UPBX et

0,3 pour PBX, mais ces trois minima ne montrent pas de différence significative aux valeurs voisines.
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FIGURE 3.18 – Performance du croisement UPBX en fonction des deux paramètres.
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FIGURE 3.19 – Performance du croisement UOX en fonction des deux paramètres.

UOX

Le diagramme du haut de la figure 3.19 montre que le taux de succès est également croissant

avec la taille de population pour UOX. Le nombre d’appels à lafonction d’évaluation est quasiment

stable pour une taille de population comprise entre 10 et 300(voire encore plus encore pour des petits

graphes). Il augmente ensuite très fortement. On observe donc un conflit entre les deux objectifs de

l’optimisation des paramètres. Nous choisissons un compromis entre les deux avec une taille de

population de 400.

En ce qui concerne la probabilité de mutation (cf. Fig. 3.19,p. 87, diagramme du bas), nous

observons sur tout l’intervalle de 0,05 à 0,2 des résultats quasiment identiques, bien qu’ils dépendent

fortement de la taille des graphes en ce qui concerne le nombre d’appels à la fonction d’évaluation.

Nous utilisons une valeur de 0,07.
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FIGURE 3.20 – Performance du croisement DPX en fonction des deux paramètres.

DPX

Comme dans le cas du moteur générationnel, l’étude des opérateurs intelligents DPX, SDPX et

NDPX nécessite de changer le critère de mesure du temps d’exécution, car ils incluent une approche

gloutonne assez coûteuse.

Le diagramme du haut de la figure 3.20 illustre les résultats en fonction de la taille de population.

Le taux de succès est 1, indépendamment de la taille de population et de la taille des graphes pour

DPX. Le temps de calcul atteint un minimum autour d’une vingtaine d’individus.

Le diagramme du bas de la figure 3.20 illustre les résultats enfonction de la probabilité de

mutation. Hors des probabilités très faibles (inférieuresà 0,05), on atteint toujours des taux de succès

proche de 1. Le temps de calcul marque un minimum autour de 0,25 et reste quasiment constant

jusque 0,5.
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FIGURE 3.21 – Performance du croisement SDPX en fonction des deux paramètres.

SDPX et NDPX

Les diagrammes du haut des figures 3.21 et 3.22 montrent les résultats de SDPX et NDPX, en

fonction de la taille de la population. Le taux de succès reste toujours à 1 (sauf pour 1000 individus en

combinaison avec des graphes de 40 sommets pour SDPX, et plusde 600 individus en combinaison

avec des graphes d’au moins 35 sommets pour NDPX). Nous constatons un minimum du temps de

calcul entre 15 et 30 individus pour les deux opérateurs ; pour des populations plus grandes, le temps

augmente fortement.

Le diagramme du bas montre les résultats en fonction de la probabilité de mutation. Le taux

de succès atteint 1 à partir d’une probabilité égale à 0,05. Apartir de cette probabilité, le temps de

calcul devient aussi acceptable. Il marque son minimum entre 0,25 et 0,5 pour SDPX et entre 0,2 et

0,6 pour NDPX.
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FIGURE 3.22 – Performance du croisement NDPX en fonction des deux paramètres.

3.2.4 Étude de la sensibilité au bruit

Les résultats précédents concernent un bruit uniforme de niveau 6%. Nous avons réalisé le même

type d’étude en considérant les niveaux de bruit de 2, 4, 8 et 10% et le problème d’isomorphisme

exact, qui correspond à un niveau de bruit de 0. Nous avons également étudié le cas du bruit gaussien.

Les résultats complets sont présentés en annexe A, les figures 3.23 et 3.24 (cf. p. 92 et 93) les

illustrent dans le cas de l’opérateur UPBX avec un moteur générationnel qui constitue un exemple

représentatif : ils montrent que le niveau et le type de bruitn’influencent pas le choix des paramètres

optimaux, et que les valeurs choisies lors des analyses présentées dans les sections 3.2.2 et 3.2.3

précédentes sont valables de façon générale.

Nous observons d’abord que le type de bruit (gaussien ou uniforme) n’a aucune influence sur

les résultats. Le niveau de bruit, quant à lui, influence le temps de calcul et le taux de succès. Nous

constatons que le temps de calcul est croissant avec ce paramètre tandis que le taux de succès montre

une tendance décroissante. En ce qui concerne la taille de lapopulation (diagrammes du haut), nous
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observons que la forme de la courbe reste toujours similaire. En particulier, la position des minima et

maxima reste inchangée. On peut néanmoins constater que l’intervalle de la population optimale se

rétrécit quand le bruit augmente. Pour obtenir un taux de succès de 0,99 par exemple, on peut choisir

une taille de population comprise entre 80 et 600 individus dans le cas exact. Quand on considère

un niveau de bruit uniforme de 10, alors seule une taille entre 100 et 180 individus est possible.

En ce qui concerne le nombre d’appels à la fonction d’évaluation, on constate que les différences

s’accentuent. Si l’on passe, par exemple, d’une populationde 90 individus, ce qui correspond à la

taille optimale, à 100, le nombre d’appels à la fonction d’évaluation subit une augmentation de 5,6%

pour un niveau de bruit de bruit uniforme de 2, alors que pour un niveau de 4, on observe déjà une

augmentation de 9%.

En ce qui concerne la probabilité de croisement (diagrammesdu milieu), nous observons des

effets similaires pour le taux de succès. Quand le niveau de bruit augmente, le taux de succès baisse.

La probabilité de croisement optimale est 0,99, mais dans les cas de bruit modéré, il est possible

de la baisser sans perte de précision. Le nombre d’appels à lafonction d’évaluation augmente en

général avec le niveau de bruit, mais les valeurs ne diffèrent pas beaucoup.

La valeur optimale pour la probabilité de mutation se trouvedans un intervalle où le taux de

succès, ainsi que le nombre d’appels à la fonction d’évaluation, sont croissants. Elle constitue donc

un compromis entre les deux objectifs de l’optimisation desparamètres. En ce qui concerne le taux

de succès, nous observons que l’optimum se trouve à 0,25, alors que l’optimum du nombre d’appels

de la fonction d’évaluation se situe près de 0,15. Nous nous intéressons donc aux différences dans

l’intervalle entre ces deux valeurs. Le taux de succès pour une probabilité de mutation de 0,25 est

toujours proche de 1 (±0.005). Pour une probabilité de 0,15, elle décroît en fonction du niveau de

bruit, de 1 (pour les niveaux de bruit 0 et 2) à 0,91 (pour un niveau de 10), en passant par 0,98 et

0,95. La perte devient donc plus importante avec le niveau debruit. En ce qui concerne le nombre

d’appels à la fonction d’évaluation, nous constatons que l’augmentation est entre 15% (niveaux de

bruit 2 et 4) et s’accentue jusqu’à 45% (niveaux 8 et 10). On observe une augmentation plus forte

pour le niveau 0 (22%) que pour le niveau 2. En effet, le niveau0 est particulier car il correspond à

l’isomorphisme exact. La contradiction entre les deux objectifs, précision et temps de calcul, et donc

la nécessité de définir un compromis entre ces deux subsiste malgré l’analyse des différents niveaux

de bruit.
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FIGURE 3.23 – Sensibilité au bruit uniforme de l’opérateur UPBX.
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FIGURE 3.24 – Sensibilité au bruit gaussien de l’opérateur UPBX.
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3.3 Comparaison des opérateurs de croisement

Dans la section précédente, nous avons déterminé individuellement les paramètres optimaux

pour chaque opérateur. Nous comparons maintenant leurs performances, en analysant les valeurs

optimales observées puis en examinant les performances queces dernières permettent d’obtenir.

3.3.1 Comparaison des paramètres optimaux

Les meilleurs paramètres obtenus pour chaque opérateur sont récapitulés dans le tableau 3.1.

Taille de la population La taille de la population joue en général un rôle très important, qui

conduit le plus souvent à des effets contradictoires sur le taux de succès et le temps de calcul. Une

augmentation ralentit l’algorithme car le nombre d’individus à traiter à chaque génération augmente

dans un moteur générationnel ; dans un moteursteady-statel’initialisation de la population prend

plus de temps. Quand on analyse les diagrammes du taux de succès et du temps de calcul, nous

trouvons un optimum pour le temps de calcul mais également unoptimum pour le taux de succès

qui est généralement un peu décalé vers des populations plusgrandes par rapport à ce premier.

Un compromis entre ces deux objectifs doit donc être fixé : nous avons généralement favorisé de

meilleurs taux de succès, sauf s’ils sont déjà à un niveau très haut (supérieur à 0,99) ou si nous

estimons que le ralentissement est trop important par rapport au gain de taux de succès.

Probabilité de croisement La probabilité de croisement, paramètre nécessaire uniquement dans

le cas d’un moteur générationnel, est très proche de 1 pour les opérateurs classiques, excepté pour

UPMX et UOX pour lesquels nous constatons de meilleures performances avec des probabilités

de 0,8 ou 0,6. Quant aux opérateurs *DPX, une probabilité élevée mène à des taux de succès très

faibles, voire de 0 à partir d’un certain seuil. De plus, dansce cas, nous observons une corrélation

de la probabilité de croisement avec la meilleure taille de la population correspondante. Elle est

négative pour DPX et positive pour SDPX et NDPX.

Probabilité de mutation Nous constatons que la plupart des opérateurs nécessitent toujours des

probabilités de mutation élevées, notamment CX, PMX, PBX etles trois opérateurs *DPX pour le

moteurs générationnel comme lesteady-state. D’une part, une telle probabilité élevée est nécessaire

si l’opérateur est trop peu destructif, comme pour CX qui ne détruit rien au sens où chaque gène

de l’enfant correspond au même gène dans un des parents, ou pour PMX et PBX qui sont limités

en raison de leur non uniformité et dont certains gènes ont une probabilité d’être altérés supérieure

à d’autres. D’autre part, en ce qui concerne les *DPX, la probabilité élevée réduit le risque d’une

convergence prématurée provenant de la partie gloutonne dela construction des nouveaux individus.

De plus, on constate que pour tous ces opérateurs qui nécessitent une probabilité de mutation élevée
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Opérateur

Moteur générationnel steady-state

sp pc pm sp pm

CX 400 99% 60% 700 60%

PMX 120 99% 40% 1000 70%

UPMX 90 80% 12% 400 6%

PBX 120 96% 30% 300 30%

UPBX 90 99% 20% 400 6%

UOX 10 60% 14% 400 7%

DPX 50 25% 25% 20 25%

SDPX 25 35% 30% 15 25%

NDPX 25 40% 30% 20 25%

Tableau 3.1 – Paramètres optimaux par opérateur.

dans le cadre d’un moteur générationnel, celle-ci est aussiimportante dans le cadre d’un moteur

steady-state.

Les autres opérateurs, UPMX, UPBX et UOX, nécessitent une probabilité plus modérée dans le

cadre d’un moteur générationnel et ils ne sont pas sensiblesà la probabilité de mutation dans le cas

d’un moteursteady-state. Les effets de la mutation pour le moteursteady-statesont très faibles par

rapport à l’influence de la taille de la population.

3.3.2 Comparaison des performances

Nous comparons ensuite les différents opérateurs avec leurs paramètres optimaux respectifs.

Nous choisissons non seulement les paramètres optimaux pour chaque opérateur mais aussi le mo-

teur d’évolution le mieux adapté (générationnel, GGA ousteady-state, SSGA). Afin de créer un

classement, nous avons besoin de prendre en compte non seulement le taux de succès mais aussi le

temps de calcul ou le nombre d’appels à la fonction d’évaluation.

Représentation graphique des performances Comme nous utilisons une base pour laquelle nous

connaissons la solution optimale pour chaque paire de graphes, nous pouvons identifier pour chaque

exécution le moment exact où cette solution a été trouvée. Nous limitons le nombre d’appels à la

fonction d’évaluation à un million d’appels ce qui est largement supérieur au nombre normalement

constaté. Nous interrompons également une exécution dès qu’elle trouve la bonne solution. De cette

manière, nous assurons que quasiment toutes les exécutionsont terminé avant le nombre maximal

fixé d’appels à la fonction d’évaluation. En revanche, si uneexécution continue jusqu’à cette limite,

nous pouvons conclure qu’elle est prisonnière d’un optimumlocal et qu’elle n’en sortira probable-

ment pas en un temps raisonnable.
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La courbe (cf. Fig. 3.25, p. 100, par exemple) montre à chaqueinstant le taux de succès sous

condition que la solution a été trouvée au plus tard à ce moment. Nous comparons les opérateurs

soit par rapport au nombre d’appels à la fonction d’évaluation (cf. diagramme du bas), ce qui est le

plus approprié pour les opérateurs classiques, soit par rapport au temps écoulé (cf. le diagramme du

haut) qui est nécessaire quand la comparaison inclut au moins un opérateur intelligent.

Nous pouvons dire avec certitude qu’un algorithme est supérieur à un autre si sa courbe est

complètement au-dessus de la courbe de ce dernier. Si les courbes se croisent, alors aucun algo-

rithme ne domine l’autre : l’un fournit plus rapidement quelques bonnes solutions, tandis que l’autre

commence plus tard, mais rattrape le premier (et donne éventuellement un taux de succès final su-

périeur).

Étude des dominations Nous observons que l’on peut diviser les opérateurs en troisgroupes

en fonction de leurs performances (cf. Fig. 3.25, p. 100). Lemeilleur groupe contient les opérateurs

intelligents, DPX, SDPX, et NDPX. Les courbes de ces trois opérateurs sont très proches les unes des

autres et la différence par rapport aux opérateurs non intelligents est importante. Parmi les opérateurs

non intelligents, nous constatons que les opérateurs PBX etUPBX présentent des performances

similaires supérieures à celles des autres. Nous observonsque les courbes se croisent deux fois :

UPBX fournit les premières solutions légèrement plus tôt que PBX, mais le taux de succès de ce

dernier croît plus rapidement ensuite. Enfin, le taux de succès final d’UPBX est légèrement plus

élevé que celui de PBX. La courbe d’UPBX paraît également plus régulière.

Le troisième groupe d’opérateurs contient les opérateurs UPMX, PMX et CX. En fait, ce groupe

montre une variance interne plus élevée que les deux groupesprécédents. Elle est visiblement sépa-

rée du deuxième groupe mais la distance est moins marquée qu’entre les opérateurs intelligents et

les opérateurs PBX et UPBX surtout en termes de temps de calcul. Dans ce groupe, nous constatons

que la courbe la plus régulière est celle de PMX qui croise chacune des deux autres courbes deux

fois. Les deux autres montrent une croissance plus élevée à partir du moment où ils commencent à

fournir les premières solutions. Nous observons égalementqu’UPMX est plus performant que CX,

pour PMX l’ordre dépend des préférences : si l’on souhaite lemeilleur taux de succès après une

demi-seconde, alors UPMX, avec environ 0,9, est nettement meilleur que PMX, avec environ 0,75,

qui est meilleur que CX, avec environ 0,7. Si l’on attend une seconde entière, alors les trois opé-

rateurs ont trouvé la plupart des solutions correctes ; CX atteint presque 0,99, PMX 0,97 et UPMX

0,96. En général, nous constatons que CX est quasiment dominé par UPMX, tandis que PMX et

UPMX sont plus proches l’un de l’autre.

Enfin, l’opérateur UOX montre des performances tellement faibles par rapport aux autres opé-

rateurs que nous considérons qu’il ne constitue pas un choixraisonnable pour le problème d’iso-

morphisme de graphes. Ses performances faibles ne peuvent pas provenir de valeurs inadaptées des

paramètres, puisque ces dernières ont fait l’objet d’une optimisation rigoureuse. De plus, des ex-
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Opérateur

Mesure AES Temps de calcul

Moteur Diff. de surface Moteur Diff. de surface

CX SSGA -5,28% GGA 0,24%

PMX GGA 286,73% GGA 112,32%

UPMX SSGA -19,94% SSGA -13,08%

PBX SSGA -4,16% SSGA -4,93%

UPBX GGA 2,97% GGA 3,24%

UOX GGA 762,32% GGA 24826,46%

DPX SSGA -3,78% SSGA -0,28%

SDPX SSGA -11,07% SSGA -5,77%

NDPX SSGA -14,34% SSGA -7,36%

Tableau 3.2 – Meilleur moteur d’évolution par opérateur de croisement. Pour chaque opérateur,

le gain relatif du moteur générationnel par rapport au moteur steady-stateest indiqué (mesuré en

utilisant l’intégrale de l’histogramme taux de succès/temps). Les résultats sont statistiquement si-

gnificatifs. Les p-valeurs du test de Kruskal-Wallis sont inférieures à 0,01 pour toutes les paires.

périmentations complémentaires que nous ne détaillerons pas ici ont été menées afin de tester des

paramètres de façon plus complète encore que pour les autresopérateurs.

Comparaison quantitative Dans le cas des courbes non-dominantes (c’est-à-dire des courbes qui

se croisent) et si l’on souhaite établir un classement automatiquement, nous proposons l’utilisation

de la surface sous la courbe comme quantification de la qualité d’un opérateur. Le segment utilisé

pour calculer l’intégrale est de 0 à 2 secondes quand on mesure le temps et de 0 à 200000 quand

on mesure le nombre d’appels. On peut noter qu’en général, des bornes supérieures de l’intervalle

plus faibles favorisent les algorithmes qui commencent à converger plus rapidement tandis que des

bornes plus longues favorisent des algorithmes qui fournissent un meilleur taux de succès à la fin.

Dans un premier temps, nous utilisons cette approche pour déterminer quel moteur d’évolution

est le meilleur pour chaque opérateur. Le tableau 3.2 montreles résultats. On observe que les opéra-

teurs intelligents fonctionnent mieux avec un moteursteady-state, les opérateurs classiques diffèrent

dans leurs préférences. Nous constatons également que PMX et UOX montrent d’importantes diffé-

rences entre les surfaces calculées. Pour UOX, ceci provient du fait qu’avec un moteursteady-state

la courbe commence à augmenter uniquement avant que le tempsn’atteigne la borne maximale. La

surface est donc très petite et une légère amélioration des performances, avec un moteur génération-

nel, mène à une surface beaucoup plus grande.

Dans un second temps, nous constituons six classements entre les opérateurs. Les classements

diffèrent selon le moteur d’évolution utilisé (générationnel, steady-stateou le meilleur pour chaque
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Rang

Mesure Temps de calcul AES

SSGA GGA Meilleur moteur SSGA GGA

1 SDPX DPX SDPX DPX DPX DPX

2 DPX SDPX DPX SDPX SDPX UPBX

3 NDPX NDPX NDPX NDPX NDPX SDPX

4 PBX UPBX UPBX UPBX PBX PBX

5 UPBX PBX PBX PBX UPBX NDPX

6 UPMX PMX PMX UPMX UPMX PMX

7 CX CX UPMX PMX CX CX

8 PMX UPMX CX CX PMX UPMX

9 UOX UOX

Tableau 3.3 – Opérateurs classés par l’intégrale des histogrammes de taux de succès, en fonction

du temps de calcul, à gauche, ou du nombre d’appels à la fonction d’évaluation (AES), à droite ;

en utilisant un moteur d’évolution fixe pour tous les opérateurs (colonnes 2,3,6 et 7) ou le meilleur

moteur de chacun (colonnes 4 et 5).

opérateur) et la mesure de la durée qui peut être le temps de calcul ou le nombre d’appels à la

fonction d’évaluation. Les résultats sont présentés dans le tableau 3.3. Nous ajoutons aussi les clas-

sifications qui utilisent pour chaque opérateur le meilleurmoteur d’évolution, nous comparons ainsi

par exemple CX - SSGA avec PMX - GGA (comme dans la Fig. 3.25). Dans les deux colonnes

au centre, nous marquons en gras les préférences du critère de comparaison par opérateur : nous

préférons comparer les opérateurs non intelligents en fonction du nombre d’appels à la fonction

d’évaluation, parce que celui-ci est robuste aux différences d’implémentation et au choix de ma-

tériel. Pour les opérateurs intelligents, nous préférons la comparaison par temps de calcul, car la

partie gloutonne peut augmenter le temps de calcul nécessaire pour un même nombre d’appels à la

fonction d’évaluations.

Bien que les classements diffèrent sur certaines positions, nous observons que le classement

entre groupes que nous avons constaté précédemment reste constant. Ces groupes sont séparés par

des lignes horizontales. Des expérimentations complémentaires avec différentes bornes maximales

pour le calcul d’intégrale ont montré que les classements obtenus sont assez robustes à des diffé-

rentes valeurs pour la borne maximale de l’intégrale. Les courbes analogues à la figure 3.25 pour

les colonnes du tableau qui classent les opérateurs en combinaison avec un moteur d’évolution fixe

pour tous les opérateurs se trouvent, à des fins d’exhaustivité, dans l’annexe B.

La seule exception à cet ordre de groupes est le changement entre PBX et UPBX d’un côté et

SDPX et NDPX de l’autre dans le cas du moteur générationnel enmesurant le nombre d’appels à

la fonction d’évaluation : UPBX passe du second au premier groupe, en dépassant même SDPX, et



3.3. COMPARAISON DES OPÉRATEURS DE CROISEMENT 99

NDPX passe du premier au second groupe, obtenant un classement derrière PBX. De fait, NDPX et

SDPX sont défavorisés parce qu’ils fonctionneraient mieuxavec la stratégiesteady-state. La perte

de surface quand on passe du moteursteady-stateau moteur générationnel, est de 11% pour SDPX

et de 14% pour NDPX (cf. Tab. 3.2, p. 97). A celà, s’ajoute encore le gain léger d’UPBX de 3%. En

ce qui concerne PBX dont les performances dépassent dans ce cas particulier celles de NDPX mais

non celles de SDPX, nous constatons que le moteur générationnel le défavorise mais la perte est,

avec 4% de la surface, beaucoup moins importante que pour SDPX et NDPX. Par ailleurs, la compa-

raison en termes de temps de calcul, qui inclut notamment le coût de tous les opérateurs génétiques,

montre clairement que NDPX et SDPX sont plus performants quePBX et UPBX. En fait, les pro-

babilités de croisement sont seulement de 35% et de 40% pour SDPX et NDPX, mais de 96% voire

de 99% pour PBX et UPBX, et celles de mutation sont comparables. Par conséquent, PBX et UPBX

nécessitent des appels beaucoup plus nombreux au croisement, ce qui est représenté uniquement si

l’on effectue une comparaison en fonction du temps et non en fonction du nombre d’appels à la

fonction d’évaluation. Enfin, nous constatons que bien que les complexités des opérateurs SDPX et

NDPX soient très élevées dans le pire cas, et en pratique surtout au lancement de l’algorithme, elle

diminue fortement pendant l’exécution. De plus, des expérimentations complémentaires indiquent

qu’en moyenne, à l’unité, chaque opération de croisement réalisée par les opérateurs SDPX et NDPX

est plus rapide que par les opérateurs PBX et UPBX, bien que l’on puisse s’attendre à ce que les

premiers, plus intelligents, soient plus lents : mise à partla traversée du chromosome, ils sont déter-

ministes, contrairement à PBX et UPBX et nécessitent donc autotal moins d’appels aux générateurs

de nombres aléatoires dont l’exécution est coûteuse.
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FIGURE 3.25 – Comparaison de tous les opérateurs avec le meilleur moteur. En haut en fonction du

temps du calcul ; en bas en fonction du nombre d’appels à la fonction d’évaluation.
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3.4 Étude des stratégies de sélection

Nous avons également étudié plusieurs stratégies de sélection, dans les expériences précédentes,

nous avons choisi la sélection par tournoi. De fait, elle estparmi les stratégies le plus classiques

comme le sont aussi la sélection proportionnelle à lafitness(fitness proportionate selectionou rou-

lette wheel) et la sélection après classement (ranking selection). La figure 3.26 montre l’effet de

plusieurs stratégies de sélection. La sélection stochastique universelle (stochastic universal sam-

pling, SUS) est un développement de la sélection proportionnelleà lafitness. Nous constatons que

le taux d’erreur augmente avec la taille des graphes. Une pression élevée favorise cet effet. Le choix

de la sélection par tournoi est pertinent puisqu’elle montre les meilleurs résultats dans cette étude

brève et en raison de ses avantages présentés par la suite.

Une comparaison plus approfondie des stratégies classiques est réalisée par Blickle & Thiele

(1996). La sélection par tournoi présente plusieurs avantages : premièrement, elle est très facile et

efficace à implémenter. Deuxièmement, elle n’est pas affectée par la dérive génétique qui décrit la

diminution de la variance des valeurs defitnesspendant l’exécution d’un algorithme génétique (Ro-

gers & Prügel-Bennett, 1999) : la population devient plus uniforme quand elle se déplace vers les

meilleures solutions. Pour les stratégies utilisant la distribution des valeurs defitness, on applique

souvent dufitness scaling. Sinon, la pression de la sélection diminue avec le temps, cequi est l’in-

verse du comportement souhaité. Troisièmement, elle ne nécessite pas la connaissance de lafitness

de tous les individus mais seulement celles des participants du tournoi. En particulier, le tri parfois

obligatoire pour d’autres stratégies n’est pas nécessaire. Ceci la rend plus facilement parallélisable.

Enfin, la pression de la sélection est ajustable avec la taille du tournoi (une taille plus grande mène

à une pression plus élevée).
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FIGURE 3.26 – Stratégies de sélection.

3.5 Étude des stratégies de mutation

Dans cette section, nous abordons la question de savoir si l’on peut obtenir de meilleures perfor-

mances en remplaçant la mutation d’échange par un autre typede mutation. Comme nous avons pu

constater que la plupart des opérateurs de croisement nécessitent une forte probabilité de mutation,

nous cherchons en particulier une mutation plus forte.

3.5.1 Principe

La mutationscramble(cf. Sec. 2.6.2, p. 52) est une généralisation plus perturbatrice de la mu-

tation d’échange : elle brasse un sous-ensemble de gènes du chromosome pouvant aller de 2 gènes

(dans ce cas, on a la mutation d’échange) à la totalité (dans ce cas, un nouveau chromosome aléatoire

est construit).

Cette approche est prometteuse surtout en combinaison avecdes opérateurs de croisement dont

la probabilité de mutation optimale est élevée. L’idée est que la nécessité d’une probabilité de mu-

tation élevée signifie que l’opérateur en question risque detomber dans des optima locaux sans

s’en sortir par la suite (car il n’est pas assez destructif).Dans ce cas, une mutation plus destructive

crée des individus plus éloignés des parents, et par conséquent de l’optimum local. L’inconvénient

est qu’avec cette stratégie, la convergence peut être ralentie. Si par exemple nous trouvons dans

la population un individu dont seulement deux gènes sontfaux, alors avec la mutation d’échange,

nous pouvons tomber directement sur la bonne solution si cesdeux positions sont choisies. Avec la

mutationscramble, il y a moins de chance que ces deux positions soient échangées.
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FIGURE 3.27 – Performance de la mutationscrambleen fonction de son paramètre pour CX.

3.5.2 Expérimentation

Paramètre de la mutationscramble Dans un premier temps, nous étudions la valeur du paramètre

de la mutationscramblequi détermine la taille de la sous-chaîne à brasser. Il y a deux façons de

définir ce paramètre : d’une part comme une probabilité individuelle qui s’applique à chaque gène et

détermine si celui-ci participe au brassage ; d’autre part,comme le nombre de gènes qui sont brassés.

La différence entre ces deux définitions est que, dans la première, le nombre de gènes échangés est

variable avec une espérance fixe, tandis que, dans la deuxième, il a chaque fois exactement la même

valeur. Nous étudions empiriquement quelle définition est la plus appropriée dans notre cas.

En particulier, nous examinons le paramètre pour trois tailles de graphes différentes : 20, 30

et 40 ; pour chaque taille nous utilisons 50 paires de grapheset nous effectuons 30 itérations par

chacune de celles-ci. La figure 3.27 montre le taux de succès et le nombre d’appels à la fonction

d’évaluation pour le croisement CX en combinaison avec un moteur générationnel (les diagrammes

associés aux autres opérateurs et au moteursteady-statese trouvent dans l’annexe C). Nous consta-

tons que l’optimum se trouve autour de 15% de la longueur du gène pour les trois tailles de graphes.

La figure 3.28 montre le taux de succès par rapport au nombre d’appels à la fonction d’éva-

luations pour des valeurs proches de cet optimum, c’est-à-dire entre 12,5% et 20%, ainsi que les

résultats obtenus avec la mutation d’échange, pour les graphes de 40 sommets. Nous utilisons la

surface sous les courbes respectives pour chaque paramètre(en utilisant l’intégrale sur l’intervalle

[0; 200000]) comme mesure de qualité à optimiser. Nous constatons que, d’après cette mesure, les

valeurs optimales précises sont de 12,5% pour la taille 20 etde 15% pour les tailles 30 et 40. Ces

valeurs correspondent à une espérance de la longueur échangée de 2,5, 4,5 et 6, respectivement.

Nous constatons une baisse sensible de la performance à partir d’un seuil diminuant avec la taille

de graphes (32, 5% ≡ 6, 5 pour 20,25% ≡ 7, 5 pour 30 et20% ≡ 8 pour 40). En ce qui concerne

ces seuils, ils semblent plus dépendants de la représentation comme longueur que celle comme
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FIGURE 3.28 – Comparaison de la mutationscrambleavec la mutation d’échange pour CX.

probabilité. On ne peut pas les exprimer avec une valeur fixe pour toutes les tailles indépendamment

de la représentation du paramètre choisi. On peut conclure que les valeurs optimales sont mieux

représentées en utilisant une probabilité plutôt qu’une longueur.

Comparaison des mutationsscramble et d’échange Une fois que nous avons estimé la valeur

du paramètre, nous estimons le gain maximal que l’utilisation de la mutationscramblepeut obtenir

par rapport à la mutation d’échange. Par exemple, la figure 3.28 montre les résultats de la mutation

d’échange comme référence (la courbe noire pointillée) et ceux de la mutationscrambleavec des

différents paramètres proches de l’optimum (en bleu et rouge selon la distance). Nous observons une

légère amélioration en utilisant la nouvelle mutation, mais uniquement avec le paramètre optimal.

Afin de vérifier si les résultats sont statistiquement significatifs, nous avons effectué le test de

Kruskal-Wallis entre les résultats obtenus avec les deux types de mutation respectifs. Les p-valeurs

sur la distribution du nombre d’appels à la fonction d’évaluation sont inférieures à 0,01 dans tous

les cas. En ce qui concerne les p-valeurs calculées pour le taux de succès, nous constatons un seul

cas où il dépasse 0,01 : pour un paramètre de la mutationscramblede 12,5% nous obtenonspSR =

0, 18. Pour une différence réelle de résultats, en général, il suffit qu’une des deux distributions, celle

du taux de succès ou celle du nombre d’appels à la fonction d’évaluation, soit significativement

différente.

L’avantage de la mutationscrambleest donc très faible en combinaison avec CX (croisement

qui nécessite la plus haute probabilité de mutation dans un moteur générationnel). Pour les autres

opérateurs, nous constatons parfois que la mutation d’échange fonctionne mieux, par exemple dans
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FIGURE 3.29 – Comparaison de la mutationscrambleavec la mutation d’échange pour DPX.

le cas du croisement DPX (cf. Fig. 3.29, p. 105).

Dans ce cas nous avons également vérifié, avec le test de Kruskal-Wallis comme pour CX,

si les résultats obtenus sont statistiquement significatifs. Nous constatons un cas où la p-valeur est

supérieure à 0,01 : pour un paramètre de la mutationscramblede 5%, nous obtenonspARS = 0, 064,

la p-valeur basée sur le taux de succès étant non définie car onconstate que la bonne solution a

toujours été trouvée (la variance de la distribution est donc 0).

La figure 3.30 montre l’effet du paramètre pour les différentes tailles de graphes. Comme pour

CX nous constatons que les probabilités optimales restent plus ou moins constantes tandis que les

seuils des mauvaises performances sont en corrélation avecla taille. Cette corrélation se rapproche

des espérances de longueur fixe, sans y arriver parfaitement.

Nous évaluons par la suite le gain maximal que l’on peut obtenir avec la mutationscramblepour

chaque jeu de paramètres. Le tableau 3.4 montre les résultats détaillés. Nous constatons en général

un gain très faible, voire une perte pour les opérateurs classiques, à l’exception de PMX dans la

version SSGA et d’UOX. En fait, ces dernières ont des courbesdécalées vers la droite par rapport

aux autres opérateurs et donc des résultats médiocres en combinaison avec la mutation d’échange.

En particulier, ils commencent à peine à fournir quelques résultats avant que l’on arrête le calcul de

l’intégrale (200000 appels à la fonction d’évaluation, indépendamment de l’opérateur). Les hautes

valeurs pour les gains respectifs de ces deux opérateurs sont donc dues à la limite définie pour le

calcul de la surface.

Nous observons que les croisements *DPX subissent tous de lasubstitution de la mutation

d’échange par la mutationscrambleet leur paramètre optimal est de 7,5%, ce qui est équivalent
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FIGURE 3.30 – Performance de la mutationscrambleen fonction de son paramètre pour DPX.

à une longueur de trois gènes. Si l’on considère toutes les permutations de trois éléments d’après la

loi uniforme, alors la probabilité que tous les trois changent de position n’est que de2/6. De plus, la

probabilité que l’on échange exactement deux éléments (ce qui correspond à la mutation d’échange)

est1/2. La mutation n’effectue aucun changement au chromosome avec une probabilité de1/6.

Nous pouvons alors conclure que la mutationscramble, avec 7,5% comme paramètre dans ce cas,

ressemble plus ou moins à la mutation d’échange. Les pertes constatées viennent en grand partie

de la complexité de l’opérateur. Pour la mutation d’échange, on fait appel au générateur aléatoire

deux fois par chromosome tandis que, pour la mutationscramble, on en a besoin pour chaque gène.

Par conséquent les courbes se déplacent vers la droite et la surface devient plus petite. Les solutions

optimales au problème sont trouvées plus tard. La mutationscrambledétériore donc les résultats.
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Opérateur
GGA SSGA SGGA

Gain Paramètre Gain Paramètre Gain Paramètre

CX 2,1% 15% 2,0% 7,5% 0,4% 12,5%

PMX 1,5% 10% 98,1% 5% 11,0% 17,5%

UPMX 3,6% 5% 0,1% 12,5% 15,7% 35%

PBX -0,8% 7,5% 0,1% 7,5% -0,1% 10%

UPBX -1,6% 7,5% -0,3% 15% 0,4% 10%

UOX -80,9% 7,5% 8,9% 5% 236,7% 40%

DPX -3,6% 7,5% -3,9% 7,5% 0,1% 7,5%

SDPX -5,6% 7,5% -3,3% 7,5% 7,6% 40%

NDPX -7,2% 10% -3,4% 5% 14,4% 30%

Tableau 3.4 – Gain maximal de la mutationscramblepar rapport à la mutation d’échange, mesuré

par la surface sous l’histogramme. Pour les premiers opérateurs en fonction du nombre d’appels à la

fonction d’évaluation (maximum 200000), pour les *DPX en fonction du temps de calcul (maximum

2 secondes).

3.6 Bilan

Dans ce chapitre, nous avons étudié le paramétrage de l’algorithme génétique. Ceci inclut pre-

mièrement le choix d’un moteur d’évolution. Afin de limiter la recherche nous avons comparé uni-

quement les deux moteurs classiques : le moteur générationnel etsteady-state. Deuxièmement, il faut

choisir des opérateurs appropriés. Dans ce cas, nous nous sommes concentrés sur les croisements

et les mutations en particulier. Pour ce qui concerne la sélection, nous avons choisi la sélection par

tournoi. Elle est très performante et très facile à appliquer dans de nombreux contextes. De plus,

elle fournit une pression constante. Troisièmement, on a besoin de choisir des opérateurs appropriés

ainsi que leur jeu de paramètres correspondant. Ce dernier comprend en particulier la taille de la po-

pulation, les probabilités de croisement et mutation ainsique des paramètres propres aux opérateurs.

Nous avons effectué une étude expérimentale riche en prenant en compte toutes les combinaisons

de stratégies avec les opérateurs de croisement.

Nous constatons qu’avec un jeu de paramètres bien optimisé,on obtient de bons résultats avec la

plupart des opérateurs. La question du meilleur moteur dépend aussi de l’opérateur. Les opérateurs

proposés et en particulier les opérateurs spécialisés au problème d’isomorphisme de graphes fonc-

tionnent mieux que les opérateurs classiques de permutation. Par contre, l’opérateur SDPX n’est

applicable qu’au problème d’isomorphisme de graphe et non de sous-graphes, comme les autres.

Quant à la mutation, la mutation d’échange nous semble favorable à la mutationscramble. Tou-

tefois, il serait intéressant de voir si un algorithme peut profiter d’une combinaison des mutations

plus ou moins perturbatrices. La mutationscramblepourrait être utilisée au début afin d’assurer
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une bonne exploration, mais aussi vers la fin, dans un environnement adaptatif, si la diversité de la

population a trop diminuée.



Chapitre 4

Recherche locale

La recherche locale (local search, LS) est, contrairement aux algorithmes évolutionnaires (EA),

une méta-heuristique qui ne propose pas une nouvelle solution mais améliore une solution déjà exis-

tante. D’une part, elle est capable de trouver des optima locaux plus efficacement que les EA, d’autre

part, elle explore moins bien l’espace de recherche que les EA et risque notamment de converger

dans un optimum local qui n’est pas global. La combinaison deces deux méthodes profite en même

temps des qualités de l’exploration d’un EA et de l’exploitation de la recherche locale (Renders &

Flasse, 1996). L’idée est qu’un individu, après avoir été créé par les opérateurs génétiques, est amé-

lioré par la recherche locale. L’analogie avec la nature estsimple : les nouveau-nés ne possèdent

pas toutes les capacités nécessaires pour survivre ; une grande partie est acquise après la naissance,

comme par exemple la marche. Sans cet apprentissage, même avec les meilleurs gènes possibles,

un individu n’atteindra pas la mêmefitnessqu’un individu qui l’a suivi. Les EA qui intègrent une

stratégie de recherche locale ou plus généralement une stratégie d’apprentissage individuel sont dé-

nommés algorithmes mémétiques (Moscato, 1989; Krasnogor &Smith, 2005; Ong et al., 2006). Il

existe d’autres noms comme par exemple recherche locale génétique (genetic local search, GLS,

cf. Ishibuchi & Murata, 1998), ou algorithmes culturels (cultural algorithms, cf. Reynolds, 1994).

La stratégie de recherche locale d’un algorithme mémétiqueconsiste à remplacer chaque descen-

dant par le chromosome dominant son voisinage6. Le voisinage d’un individus est défini comme

l’ensemble des individus atteignables à partir des par l’application d’une opération élémentaire

b : s → b(s). Il s’agit d’un sous-ensemble de l’espace génotypiqueG et il est notéN(s) ⊂ G. Nous

allons discuter le choix d’une opérationb pour le problème d’isomorphisme de graphes ainsi que sa

complexité dans la section 4.1.

Comme pour les EA en général, les résultats théoriques existants ne permettent pas de conclure

sur la performance des algorithmes mémétiques sur des problèmes d’optimisation combinatoire.

Merz (2000, 2004) analyse différents paysages de la fonction d’évaluation (fitness landscape). Il

6. Il existe également des approches qui mettent à jour uniquement lafitnesset non le chromosome.

109
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existe plusieurs caractéristiques décrivant la forme de lafonction d’évaluation qui influencent la

performance de l’algorithme. En général, les caractéristiques locales influencent particulièrement la

recherche locale tandis que les caractéristiques globalesinfluencent plutôt l’exploration par l’EA.

Les problèmes qui ont été étudiés incluent le problème d’affectation quadratique (quadratic assi-

gnment problem, QAP, Merz & Freisleben, 1997), la bipartition de graphes avec des opérateurs

gloutons (Merz & Freisleben, 2000), ou le problème du voyageur de commerce (Merz & Freisleben,

2001).

Ishibuchi et al. (2003) soulèvent la question de l’équilibre entre la recherche génétique et la

recherche locale. Ils se placent dans le cadre très spécifique de l’optimisation multi-objectif pour

un problème d’ordonnancement. Ils s’intéressent à la répartition du temps de calcul entre les deux

parties de l’algorithme. De fait, la recherche locale améliore la convergence de l’algorithme mais

ceci a un coût en temps de calcul généralement élevé. Ce coût est dépendant de la méthode choisie.

Ils s’interrogent sur plusieurs questions, dont le nombre d’appels à la recherche locale pendant

chaque génération ou le choix des individus auxquels elle est appliquée. En ce qui concerne leur pro-

blème (l’optimisation multi-objectif d’un ordonnancement), Ishibuchi et al. concluent par exemple

que la recherche locale doit être appliquée aux meilleurs individus. Il est possible de s’interroger

également sur la durée d’exécution de la recherche locale, c’est-à-dire le nombre de pas qui sont

faits.

Ici, nous proposons de quantifier la complexité d’une stratégie de recherche locale adaptée au

problème d’isomorphisme inexact de graphes (cf. Sec. 4.1, p. 110) et nous réalisons une étude sur le

choix des individus (cf. Sec. 4.2, p. 113). Nous ne considérons pas le cas de plusieurs itérations de

la recherche locale sur un seul individu (pendant une seule génération).

4.1 Complexité

Nous utilisons l’heuristiquetwo-opt comme stratégie de recherche locale. L’opérationb est

l’échange de deux allèles. Le voisinageN(s) d’un chromosomes contient donc tous les chro-

mosomes qui peuvent être construits par l’échange de deux allèles. On cherche ensuite dans tout

l’espaceN(s) l’individu optimal s′ et on remplaces pars′ 7. L’évaluation d’un tel individu peut être

restreinte au changement de distance que l’échange des allèles implique, au lieu de recalculer toute

la fonction d’évaluation : soitv1 et v2 deux nœuds du grapheG et v′1 et v′2 les nœuds associés du

grapheG′, qui vérifient :v′1 = m(v1) et v′2 = m(v2). L’appariementm′ = b(m) est construit de

telle façon quev′1 et v′2 soient échangés (suivant l’application d’un opérateur d’échangetwo-opt :

m′(v1) = m(v2) etm′(v2) = m(v1)) et que toutes les autres affectations élémentaires restent in-

changées. Parmi tous les échanges possibles, on choisit celui qui mène à la plus forte réduction de

distance. Soitδm(G,G′) la distance entre les graphesG et G′ sous l’appariementm et de même

7. Dans les cas qui mettent à jour lafitnessuniquement, on associe lafitnessdes′ às.
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δm′(G,G′) pour l’appariementm′, on cherche l’opérationb qui minimise la fonction suivante :

g = δm′=b(m)(G,G′)− δm(G,G′) (4.1)

Soit δV la mesure de distance entre deux sommets etδE celle entre deux arêtes. Siv1 et v2 sont

des éléments deV ∗ = V \{v1, v2}, alors :

δV (v1,m(v1)) = δV (v1,m
′(v1)) (4.2)

δE ((v1, v2), (m(v1),m(v2))) = δE
(
(v1, v2), (m

′(v1),m
′(v2))

)
(4.3)

Cela signifie que l’évaluation d’un échangetwo-optnécessite uniquement le calcul des distances

de sommets et d’arêtes dont les affectations ont changé. Aussi la fonctiong devient :

g = δV (v1,m
′(v1))− δV (v1,m(v1))

+ δV (v2,m
′(v2))− δV (v2,m(v2))

+
∑

v1∈V,v2∈{v1,v2}
δE((v1, v2), (m(v1),m

′(v2))

− δE((v1, v2), (m(v1),m(v2)) (4.4)

En conséquence, l’évaluation d’un tel échange se fait en un temps linéaire contrairement à l’éva-

luation du chromosome entier qui nécessite un temps quadratique en fonction du nombre de som-

mets (cf. Sec. 4.1.1, p. 111). Aussi, l’algorithmetwo-optest un opérateur de mutationintelligente

effectuant la meilleure transposition.

Adaptation à l’approche par couleur Dans le cas des opérateurs par couleur (cf. Sec. 2.8, p. 54),

un sommet peut être remplacé uniquement par un sommet de la même classe, réduisant la taille de

l’espace de recherche sur les solutions faisables. Ceci s’applique uniquement aux applications dans

le cadre desquelles une classification des sommets est disponible. Nous avons également modifié

notre algorithme de recherche locale afin qu’il tienne compte de telles restrictions dans ce cas. Ceci

réduit la complexité de la recherche locale car le nombre d’échanges à comparer est réduit.

4.1.1 Complexité théorique

Soitn la taille de graphes (et donc aussi la longueur des chromosomes). Chaque appel à la fonc-

tion d’évaluation nécessite l’addition de toutes les distances de sommets (il y a doncn distances à

calculer) ainsi que toutes celles d’arêtes (C2
n). Par conséquent, la complexité d’un appel à la fonction

d’évaluation estO
(
n+C2

n

)
= n + n(n−1)

2 . A chaque génération, on calcule la fonction d’évalua-

tion une fois par individu : le nombre d’appels à la fonction d’évaluation est égal à la taille de la
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population (hors d’éventuels chromosomes élite que l’on garde en mémoire sans les soumettre aux

opérateurs génétiques). Soitsp la taille de la population hors individus élite, alors la complexité

totale des appels de la fonction d’évaluation pendant une génération estsp × (n+ n(n−1)
2 ).

Pour la phase d’échangestwo-opt, on a besoin de vérifier toutes les possibilités de choisir deux

sommets parmi tous les sommets du graphe, ce qui représenteC2
n = n(n−1)

2 échanges possibles

par chromosome. Chacun de ces échanges nécessite le calcul de O (4 + 4(n − 2)) distances élé-

mentaires. On calcule en effet les distances des deux sommets échangés sous l’appariement avant

et après l’échange (4) puis on calcule les distances entre toutes les arêtes incidentes à chacun des

sommets également avant et après l’échange. En effet, l’arête entre les sommets reste constante8, ce

qui mène à la valeur de4(n− 2). Si l’on applique la recherche locale à tous les chromosomes, alors

la complexité estO
(
sp × n(n−1)

2 × (4 + 4(n − 2))
)

.

Le quotient entre la complexité de la recherche locale et le coût des appels à la fonction d’évalua-

tion est de l’ordre deO(n), donc la recherche locale est de l’ordreO(n) fois plus coûteuse que les

appels à la fonction d’évaluation (quand la recherche locale est effectuée pour chaque chromosome),

comme démontré ci-dessous.

Démonstration.Soitsp la taille de la population etn la longueur des chromosomes.

O
(

recherche locale
fitness

)
=

sp × C2
n × (4 + 4× (n− 2))

sp × (n+ C2
n)

=
n×(n−1)

2 × (4 + 4× (n− 2))

n+ n×(n−1)
2

=
4 6 n(n− 1)(1 + n− 2)

2 6 n+ 6 n(n− 1)

=
4(n − 1)2

n+ 1
≈ O(4n)

Toutefois, on peut encore réduire le complexité de deux façons : premièrement en précalculant

toutes les distances entre sommets et arêtes affectés. Ceciréduira la complexité de la recherche

locale pour un seul individu à

O
(
C2
n × (2 + 2× (n− 2)) +

1

2
(n2 + n)

)
. (4.5)

En effet, à l’intérieur de la recherche locale, on calcule désormais uniquement les affectations

changées, tandis que les distances des affectations actuelles sont reprises du calcul précédent de la

fonction d’évaluation. On obtient la moitié de la complexité précédente :

8. Dans un graphe orienté ce qui n’est pas le cas ici, elle change l’orientation.
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O
(

recherche locale
fitness

)
=

sp × C2
n × (2 + 2(n − 2)) + 1

2(n
2 + n)

sp × (n+ C2
n)

=
2 6 n(n− 1)(n + 1)+ 6 (n)(n + 1)

2 6 n+ 6 n(n− 1)

= 2(n− 1) + 1 = 2n− 1

≈ O(2n)

Deuxièmement, si l’on possède une classification des nœuds,il est possible de l’utiliser afin de

réduire le nombre des échanges à vérifier. Étant donné une classification des nœuds enk classes dont

chaque classe contientni nœuds (
∑k

i=1 ni = n), on réduit le nombre d’échanges à évaluer : au lieu

deC2
n on obtient

∑k
i=1C

2
ni

. Ceci est beaucoup plus favorable pour la recherche locale.

4.1.2 Complexité en pratique

Le quotient théorique entre la complexité de la recherche locale et la complexité d’un appel à

la fonction d’évaluation et le quotient obtenu par expérimentations sont semblables, même s’il y

a un léger avantage pour la recherche locale (LS) en pratique. Comment peut-on expliquer que la

recherche locale soit plus rapide qu’elle ne devrait l’êtreen théorie ? Apparemment, la recherche

locale exploite plus efficacement le processeur, la charge moyenne étant supérieure dans un environ-

nement parallèle. Nous constatons une utilisation des processeurs à 100% avec la recherche locale et

strictement inférieure à 100% sans. Il y a plusieurs pistes possibles, dont notamment une meilleure

utilisation du cache, car un seul individu est traité répétitivement au lieu de changer la solution à

chaque fois, ou encore le taux de remplissage de la pipeline,qui doit être supérieur grâce à des opé-

rations ultérieures qui sont plus faciles à prédire. De toute façon, les différences sont dues aux effets

techniques liés au matériel, ce qui n’est pas le sujet de cette thèse.

4.2 Stratégies de sélection pour la recherche locale

L’importance de l’équilibre entre la recherche locale et lafonction d’évaluation a déjà été souli-

gnée dans l’introduction de ce chapitre. Afin d’obtenir une estimation du rapport du coût entre l’EA

et la recherche locale, nous avons mis en rapport la complexité des appels à la fonction d’évaluation

avec celle de la recherche locale. En fait, le calcul de la fonction d’évaluation est la partie la plus

coûteuse de l’EA et elle est exécutée une fois pour chaque individu. Quant à la recherche locale

(pour laquelle nous avons considéré jusqu’ici qu’elle est exécutée pour chaque individu), elle figure

uniquement dans les algorithmes mémétiques et est encore plus coûteuse. Par conséquent, si l’on

veut équilibrer le temps de calcul consacré aux deux tâches,il faut réduire le nombre d’appels à la
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procédure de LS. Nous étudierons par la suite les réductionspossibles avec différentes stratégies de

sélection.

4.2.1 Choix des individus

Afin d’aborder la question du choix des individus, nous expérimentons plusieurs stratégies de

sélection des individus pour la recherche locale. Toutes nécessitent un paramètre supplémentaire, la

probabilité de recherche locale, ainsi que certaines adaptations à l’algorithme génétique classique.

Certaines mènent à un besoin en mémoire plus élevé, d’autresralentissent légèrement l’exécution

en raison d’étapes de calcul supplémentaires. Les stratégies sont les suivantes :

GGA Le GA générationnel (GA générationnel (GGA)) est la variante la plus simple : après avoir

été créé, un individu est soumis à la recherche locale avec une probabilité fixe. La sélection des

individus est alors uniforme et indépendante de leur qualité. S’il existe des copies dans la population,

la procédure de recherche locale est appliquée séparément àchaque copie.

UGGA L’idée de l’GGA unique (UGGA) est d’éviter une exécution répétée de la recherche locale

sur des individus identiques. Nous utilisons alors une table de hachage permettant de vérifier effica-

cement la présence d’individus identiques. Quand on identifie un duplicata, il y a deux possibilités :

d’une part, on peut copier le résultat de la recherche localedéjà effectuée sur son jumeau. De cette

façon, on influence la sélection en donnant à la population unbiais fort vers ce chromosome. La

pression sélective peut donc devenir énorme surtout en combinaison avec une probabilité élevée.

D’autre part, on peut seulement ignorer toute copie en appliquant la recherche locale uniquement

aux individus uniques et aux premiers jumeaux. De cette manière, la décision de savoir si l’amélio-

ration apportée au premier individu est maintenue ou non estlaissée à la sélection naturelle. Nous

utilisons la deuxième stratégie, car la pression de sélection est déjà très forte. Les individus ignorés

induisent néanmoins un biais sur l’exactitude de la probabilité de recherche locale. Si ces individus

dupliqués sont nombreux, la probabilité observée peut devenir en effet plus petite que la probabilité

choisie (car des individus initialement choisis pour la LS sont potentiellement rejetés par la vérifica-

tion d’unicité). Nous adaptons alors cette stratégie en utilisant la probabilité comme une proportion

du nombre d’individus et en appliquant la recherche locale àexactement ce quota de la population.

Par conséquent, la probabilité est généralement respectée. Toutefois, dans le cas où le nombre de

copies dans la population dépasse le nombre d’individus surlesquels la recherche locale n’est pas

appliquée, elle est réduite. La sélection des individus reste indépendante de leurfitness.

SGGA Contrairement aux deux stratégies précédentes, le but du GGA trié (SGGA) est de concen-

trer la recherche locale sur les meilleurs individus uniquement. Comme les algorithmes génétiques

sont des méthodes bien adaptées pour l’exploration globaleavec un léger déficit dans la convergence
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vers l’optimum, cette stratégie pourrait donner un avantage supplémentaire. Les meilleurs individus

méritent une recherche plus approfondie autour d’eux tandis que les autres continuent à explorer

les autres régions de l’espace de recherche. Notre algorithme est basé sur une population triée se-

lon la fitness, ce qui impose une légère augmentation du temps de calcul. Comme pour UGGA la

probabilité de recherche locale est alors définie comme une proportion sur la taille de la population.

USGGA L’GGA unique et trié (USGGA) combine les deux variantes précédentes. Nous utilisons

une population triée et appliquons la recherche locale aux meilleurs individus sans prendre compte

leurs copies. Contrairement au UGGA et grâce au triage de la population, nous n’avons pas besoin

de table de hachage. Pour l’identification des copies, il suffit de comparer l’individu actuel avec son

précédent dans la population triée.

4.3 Expérimentation

Nous comparons expérimentalement les quatre stratégies présentées précédemment. Pour cela,

il faut d’abord étudier l’influence des différentes valeursde la probabilité de recherche locale sur

les différents opérateurs de croisement avec lesquels nouscombinons la recherche locale. Pour cela,

nous choisissons une taille de graphe de 60 car pour des tailles plus petites, l’algorithme génétique

sans recherche locale a déjà une précision quasi parfaite. Comme la recherche locale est assez coû-

teuse, elle n’améliore pas le temps de calcul pour les graphes plus petits (en particulier de taille 40

comme auparavant). Cela ne serait donc pas avantageux. À la taille 60, un GGA avec l’opérateur de

croisement UPBX atteint une précision d’environ 67% contre78% pour un GA steady-state (SSGA).

Ces valeurs laissent de la place pour des améliorations sansêtre trop faibles.

Nous examinons le SSGA séparément des autres versions. D’une part, sa base, un EAsteady-

stateau lieu d’un EA générationnel, est différente. D’autre part, comme on n’a qu’un seul individu

à la fois, avec une population triée et qu’elle ne contient pas de copies par définition, la recherche

locale s’intègre simplement après la création d’un nouvel individu avec la probabilité donnée.

Nous comparons les différentes stratégies avec des paramètres variant de 1% à 100% pour l’ap-

plication de recherche locale sur les individus. Nous limitons le temps de calcul à travers un nombre

maximal d’appels à la fonction d’évaluation. En effet, pourla version sans recherche locale nous

permettons un total d’un million d’appels à la fonction d’évaluation.

Pour une comparaison juste entre des algorithmes avec ou sans recherche locale (et entre algo-

rithmes avec LS, mais avec des probabilités différentes), il faut poser les mêmes limites sur la durée

d’exécution totale indépendamment de la répartition entrerecherche génétique et recherche locale.

Nous utilisons les résultats sur la complexité théorique dela LS afin de calculer une approximation

du nombre d’appels à la fonction d’évaluation sans recherche locale. Cela correspond au même ef-

fort de calcul qu’un algorithme intégrant la LS. Soitf le nombre d’appels à la fonction d’évaluation,
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moteur d’évolution : GGA - générationnel ; UGGA - générationnel unique ; SGGA - générationnel

trié ; USGGA - générationnel trié unique ; SSGA -steady-state

pRL la probabilité de recherche locale etn la taille du graphe, le nombre d’équivalents d’appels

est alorsf ′ = f(1 + 2pRL × n). Le nombre maximal des générations diminue alors naturellement

avec la probabilité autant que le coût de la recherche localel’impose. En bref, le nombre d’appels

à la fonction d’évaluation diminue avec des probabilités deLS croissantes autant que le coût de la

recherche locale augmente.

4.3.1 Croisement UPBX

La figure 4.1 illustre les résultats pour UPBX. Pour SSGA nousconstatons que la précision

diminue avec des paramètres élevés. A partir de 20%, elle baisse à près de 0. L’utilisation de la

recherche locale n’est donc pas favorable. De même les versions UGGA et GGA n’en profitent

pas, bien que l’on constate pour les probabilités très élevées (à partir de 40% - 50%) une légère

régénération sur un niveau très faible. Quant aux versions triées, SGGA et USGGA, elles profitent

de la recherche locale et atteignent des taux de succès de respectivement plus de 88% et 85%.

L’amélioration est toutefois très dépendante de la probabilité choisie, avec un optimum autour de

20%. Il est intéressant de noter qu’une probabilité très faible, autour de 1%, fait perdre sensiblement

de précision à l’algorithme. Quand on passe à 5%, cette perteest plus que compensée.

Moteur steady-state Les moteurssteady-statene bénéficient quasiment pas de la recherche locale.

Seulement avec un très petit taux, de 1%, nous observons une légère amélioration de la précision
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(cf. Fig. 4.1, p. 116). Notre implémentation est basée sur une population sans copies dont le pire

individu est remplacé par le nouveau descendant. Les autresindividus sont affectés uniquement si

leur fitnessest inférieure à lafitnessdu nouvel individu. Dans ce cas, leur rang dans la population

baisse d’une position. L’intégration répétée des bons individus mène à l’exclusion des individus

moins bien placés, tandis que les meilleurs sont toujours maintenus.

La recherche locale a deux effets potentiels. D’une part, les descendants sont uniformisés : s’il

y a une correspondance entre sommets spécifiques dont la distance est très petite, celle-ci est favo-

risée par la recherche locale et sera présente dans une grande partie des descendants, même si un

optimum global se trouve avec une autre configuration. D’autre part, la recherche locale introduit

dans la population des bonnes solutions avec très peu de différences aux individus déjà présents.

La distribution des valeurs defitnessperd donc un peu de sa variance. De cette manière la pression

de sélection, qui est déjà assez élevée pour ce type d’algorithme, est encore augmentée. Il est donc

assez difficile pour un individu assez bon venant d’une autrerégion prometteuse de s’intégrer dans

la population, même si près de lui se trouve une meilleure solution. La recherche devient alors plus

locale et perd l’avantage de la bonne exploration des EA.

4.3.2 Croisement DPX

Le croisement DPX obtient déjà un taux de succès de 1 sans recherche locale. Une amélioration

n’est plus possible. Nous nous intéressons donc à l’effet sur le temps de calcul. La figure 4.2 montre

le temps de calcul en fonction de la probabilité de recherchelocale. Nous constatons une baisse

importante pour des probabilités assez faibles autour de 0,01 (pour les moteurs GGA et SSGA) ou

0,05 (pour les moteurs UGGA, SGGA, et USGGA). Pour des probabilités plus élevées, le temps de

calcul augmente. Le gain est maximal pour les moteurs SGGA etUSGGA.

4.3.3 Comportement des autres opérateurs de croisement

Tous les résultats présentés jusqu’ici ne sont applicablesqu’avec l’opérateur UPBX et DPX.

Les autres opérateurs montrent un comportement différent.UPMX dont la précision sans recherche

locale est quasiment nulle pour les graphes de taille 60 reste encore très près de UPBX. Une proba-

bilité de recherche locale faible, en combinaison avec les stratégies SGGA et USGGA, augmente le

taux de succès jusqu’à 0,6. Contrairement au cas précédent,nous constatons une différence entre la

version USGGA et SGGA. De meilleures performances sont obtenues avec la stratégie USGGA.

En ce qui concerne l’opérateur CX, l’ajout de la recherche n’est avantageux avec aucun des

paramètres choisis. Donc, en général, il semble qu’une faible probabilité de recherche locale soit

avantageuse, mais une vérification avec l’opérateur choisipeut être nécessaire.
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4.4 Bilan

Dans ce chapitre, nous avons étudié les effets de la recherche locale sur l’algorithme pour l’appa-

riement évolutionnaire de graphes et constaté que les effets dépendent de l’opérateur de croisement.

Nous avons observé que la recherche locale peut améliorer laprécision. Si le taux de succès est

déjà 1 alors une réduction du temps de calcul est possible. Toutefois, comme la complexité de la

recherche locale par rapport à une évaluation de la fonctiond’évaluation est très élevée, il est né-

cessaire d’utiliser une probabilité assez faible afin de garder un temps de calcul acceptable. Nous

constatons qu’en pratique le rapport entre les temps d’exécution de la recherche locale et de la fonc-

tion d’évaluation est sensiblement moins important qu’il ne devrait l’être en théorie : la recherche

locale est comparativement plus rapide qu’attendu. Il apparaît que les processeurs modernes utilisés

effectuent efficacement des accès répétés à des zones proches en mémoire (tels que les accès né-

cessaires pour l’évaluation des petits changements dans larecherche locale), plutôt que des accès à

des zones éloignées (lors du changement d’individu). Nous constatons en particulier une charge de

processeur affichée plus proche de 100%.

Le résultat clef pour le design d’un algorithme mémétique est d’une part, qu’il faut choisir

les meilleurs individus de la population pour la recherche locale. Parmi les différentes stratégies

d’implémentation, les stratégies basées sur le tri de la population apportent une amélioration.



Chapitre 5

Modèles parallèles

Il existe plusieurs modèles de parallélisation pour les algorithmes évolutionnaires (Konfršt,

2004). Comme ils opèrent sur un ensemble de solutions dont les individus sont mis en concurrence,

l’idée générale est de décomposer la population afin d’appliquer les opérations sur les différentes

sous-populations en parallèle.

La seule opération qui ne permette pas de parallélisation sans changement des caractéristiques

de l’algorithme génétique, est la sélection. Par contre, l’opération la plus importante est l’appel à la

fonction d’évaluation qui a une complexité typiquement très élevée par rapport aux autres parties

de l’algorithme. Le parallélisme global émerge de l’idée depréserver toutes les caractéristiques du

GA et d’accélérer son exécution (Alba & Tomassini, 2002). Leschéma de sélection est centralisé

tandis que l’évaluation des individus est faite en parallèle. Le gain apporté par la parallélisation

des autres parties de l’algorithme, notamment les opérateurs génétiques, ne justifie en général pas

l’effort comme l’affirment les mêmes auteurs.

Nous présentons d’abord une classification des modèles des algorithmes génétiques parallèles.

Nous introduisons par la suite les limites théoriques de l’accélération du modèle maître-esclave.

Dans la section 5.3, nous présentons les détails techniquesde notre implémentation que nous utili-

sons par la suite afin d’étudier le gain pratique sur différents ordinateurs. Nous étudions notamment

l’influence de la complexité du problème, à travers la taillede graphes et de population, ainsi que de

différentes stratégies de communication entre les processus. Avant de conclure, nous introduisons

deux possibilités de parallélisation au niveau applicatif.

5.1 Classification

Alba & Tomassini (2002) proposent une classification des différents modèles d’algorithmes gé-

nétiques parallèles. La parallélisation ne permet pas seulement l’accélération de l’algorithme mais,

selon l’implémentation choisie, une variété d’avantages qui sont :

• Trouver plusieurs solutions au même problème

119
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FIGURE 5.1 – Parallèlisme global et modèle en îlots.

• Recherche parallèle avec plusieurs points de départ dans l’espace de recherche

• Simple parallélisation comme îlots ou voisinages

• Recherche plus efficace même si l’on n’utilise pas de matériel parallèle

• Meilleure efficacité par rapport aux algorithmes séquentiels dans de nombreux cas

• Simple coopération avec d’autres stratégies de recherche

• Accélération du temps d’exécution

La classification des différentes approches se base d’une part sur la taille et le nombre des sous-

populations et d’autre part sur leurs interactions. Les EA sont habituellementpanmictiques, c’est-à-

dire que les opérateurs sont appliqués à l’ensemble de la population, en particulier durant la sélection

et le remplacement des individus où chaque individu peut s’accoupler avec n’importe quel autre.

On distingue ainsi des approches de granularité fine de celles d’une granularité élevée. L’inter-

action principale est la migration d’individus d’une sous-population vers une autre, basée sur des

modèles de voisinage entre sous-populations. De même l’utilisation d’une décomposition hiérar-

chique est possible. De plus, les sous-populations peuventêtre isolées les unes des autres, pendant

la sélection et le croisement. En cas d’isolation, un individu ne peut être combiné qu’avec un autre

individu de la même sous-population. Ainsi, l’algorithme n’est paspanmictique.

Dans la littérature, on trouve parfois des noms différents pour certains algorithmes, ainsi le

modèle global est appelé maître-esclave dans Nowostawski &Poli (1999). Toutefois, le principe de

la classification reste le même.

La figure 5.1 montre à gauche le principe du parallélisme global. Déjà l’initialisation peut être

faite en parallèle. Puis, la fonction d’évaluation est calculée indépendamment pour chaque individu.

La sélection globale nécessite le transfert des valeurs defitness(et des chromosomes) au processeur

maître. Une fois qu’il reçoit ces données, il détermine les parents pour la prochaine génération
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et les envoie aux processeurs esclaves. Ceux-ci appliquentles opérateurs génétiques et calculent

la fonction d’évaluation pour les nouvelles sous-populations. Finalement, les nouvelles valeurs de

fitnesssont envoyées au processeur maître et on répète la boucle jusqu’à atteindre le critère d’arrêt.

Une variante est de paralléliser uniquement l’applicationde la fonction d’évaluation car il s’agit de

l’opération la plus coûteuse.

Dans la même figure, à droite, l’idée générale du modèle en îlots (island model) est illustrée.

Un îlot consiste en une sous-population isolée des autres, par la mer, et est associé à un processeur.

Ainsi sur chaque îlot, un EA indépendant est exécuté. Périodiquement des individus traversent la

mer afin d’arriver à l’îlot suivante. Le choix de ces individus peut se faire aléatoirement, ou selon

la fitnessou même en fonction d’une notion d’âge. Le processus de changement de population est

nommé migration. Cette modèle se comporte différemment d’un EA séquentiel avec la même taille

de population globale (par exemple en ce qui concerne les caractéristiques suivantes : l’intensité de

sélection, et le risque d’optima locaux).

5.2 Gain théorique

Le gain de temps maximal que l’on peut obtenir avec la parallélisation d’un algorithme gé-

nétique a été étudié par Cantú-Paz (2007, cf. aussi Cantú-Paz & Goldberg, 1999). L’accélération

(speedup) parallèle est définie comme quotient entre le temps de calcul séquentiel et le temps paral-

lèle
(
ts
tp

)
. Dans le cas idéal, la meilleure accélération possible est linéaire en nombre de processeurs,

ce qui correspond à la division du temps de calcul par le nombre de processeurs utilisées. Il faut tou-

tefois prendre en compte des temps de communication entre les processeurs. Si l’on considère le

modèle global, le processeur maître (celui qui gère la sélection) communique les différentes sous-

populations à traiter à chaque processeur esclave. Cette communication s’effectue en série car il ne

peut communiquer avec les autres processeurs qu’un après l’autre.

Cantú-Paz (2007) suppose une distribution uniforme des individus sur les processeurs, c’est-

à-dire que chaque processeur reçoit le même nombre d’individus. Cette hypothèse est en général

raisonnable et rend le calcul plus facile. Elle présuppose que le temps de communication soit négli-

geable par rapport au temps d’évaluation de la fonction d’évaluation. Le temps pour l’application

des opérateurs génétiques est ignoré, car considéré comme négligeable par rapport au calcul de la

fonction d’évaluation.

Il faudrait revoir cette hypothèse si le temps de communication devenait élevé, comme par

exemple si l’on souhaitait construire un algorithme distribué sur des ordinateurs distants ayant des

latences plus longues. Ceci serait également nécessaire dans le cas rare où la quantité d’informa-

tions à transmettre est très lourde (selon la taille de la population et la longueur des chromosomes

principalement) et le temps d’évaluation d’un individu estfaible. On pourrait, dans ces cas encore,

minimiser le temps d’inactivité tel que les premiers processeurs contactés reçoivent plus d’individus
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FIGURE 5.2 – Accélération théorique pour des différents rapports entre temps de calcul et temps de

communication (Cantú-Paz & Goldberg, 1999; Cantú-Paz, 2007) en double échelle logarithmique.

L’accélération linéaire est un cas idéalisé, uniquement atteignable avec un temps de communication

de zéro.

que les derniers, dont notamment le processeur maître. Ce dernier ne peut commencer à travailler

sur sa sous-population qu’après avoir terminé la communication avec le dernier processeur esclave.

Le premier résultat important est qu’il n’est pas toujours intéressant d’utiliser plus de proces-

seurs. Le nombre de processeurs optimal peut être exprimé enfonction du rapport entre le temps de

calcul de la fonction d’évaluation et le temps de communication. Quand on ajoute des processeurs,

le temps de calcul diminue mais le temps de communication augmente. Soitsp la taille de la popu-

lation, tf le temps de calcul d’un appel à la fonction d’évaluation ettc le temps de communication

par sous-population, le nombre optimal de processeurs est :

P =

√
sptf
tc

(5.1)

La figure 5.2 montre l’accélération possible en fonction desnombres de processeurs avec des

paramètres différents pour le rapporttf
tc

en double échelle logarithmique. L’accélération maximale

s’exprime en fonction du nombre optimal des processeurs comme 1
2P . Dans ce cas, la moitié du

temps est utilisée pour la communication et non pour le calcul. Ceci mène à deux conclusions.

D’une part, on pourrait encore s’interroger sur la questiond’optimiser la distribution de charge entre

les processeurs en fonction du début de calcul (surtout au cas où tf
tc

= 1). D’autre part, on va

probablement préférer un nombre de processeurs moins élevépour lequel l’accélération reste plus

près de l’accélération linéaire et les processeurs individuels seront donc mieux exploités dans la
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plupart des cas pratiques.

En ce qui concerne les autres modèles parallèles une estimation exacte de l’accélération de-

vient plus compliquée. D’une part, chaque processeur exécute son propre algorithme génétique, ce

qui élimine une partie du temps de communication9 parce que les sous-populations ne sont pas

échangées complètement. D’autre part, les propriétés de l’algorithme changent selon la topologie

des sous-populations, ce qui rend nécessaire une adaptation des paramètres. En particulier, il n’y

a plus d’équivalence avec un algorithme séquentiel. La sélection n’est plus globale, aussi le temps

de convergence peut changer. La pression de la sélection change avec la migration. Si l’on choisit

pour la migration par exemple les individus en fonction de leur fitness, ce qui est normalement le

cas, on augmente directement la pression menant à une convergence plus rapide. Une comparaison

des quatre stratégies de migration principales focalisée sur le changement de la pression sélective se

trouve dans Cantú-Paz (2001). Le nombre optimal de processeurs reste asymptotiquement le même

que dans le cas de la parallélisation globale (Cantú-Paz & Goldberg, 1999).

Dans certains cas, une accélération super-linéaire peut être observée mais pour les raisons précé-

dentes ces comparaisons ne sont en général pashonnêtesvis à vis de la version séquentielle (Cantú-

Paz, 2007). Une autre possibilité d’une meilleure accélération que celle théoriquement possible, peut

être due au fait que les sous-populations rentrent complètement dans le cache du processeur tandis

que la population globale nécessite l’utilisation de la mémoire vive qui est beaucoup plus lente.

5.3 Approche proposée

La parallélisation des EA et de notre algorithme pour le problème d’appariement de graphes en

particulier est relativement simple à implémenter. Nous nous intéressons surtout à la parallélisation à

l’intérieur de l’EA. La section 5.5 introduit d’autres possibilités au niveau applicatif. La population

peut être divisée en sous-populations. Cette approche est très générale car non-dépendante d’une

application précise.

Il n’existe qu’une seule opération qui nécessite l’intégralité de la population en même temps :

la sélection. Plus précisément, ce n’est pas la population qui est indispensable, mais les valeurs de

la fitnessde chaque individu. Toutes les autres opérations, y comprisles plus coûteuses comme la

recherche locale et la fonction d’évaluation, sont définiessur les individus (à l’exception du croi-

sement nécessitant deux parents pour créer un enfant). L’idée fondamentale est de démarrer autant

de processus que l’on possède de processeurs après avoir sélectionné les individus qui participeront

à la reproduction. Cet ensemble de parents est ainsi distribué également sur tous les processeurs

avec approximativement le même nombre d’opérations de chaque type à exécuter. En conséquence,

le temps de calcul sur chaque processeur sera à priori égal, ce que permet une exploitation quasi-

optimale des ressources, car il n’y aura pas de temps d’attente après que les processus aient terminé.

9. Et potentiellement du temps d’inactivité sous conditions qu’il ne faille pas trop synchroniser.
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En réalité, l’éventuel temps d’attente est une source majeure de perte de performance lors de la syn-

chronisation. En ce qui concerne la synchronisation des données, nécessaire afin qu’aucun processus

ne puisse corrompre les données des autres, elle peut être assez limitée. En effet, si l’on s’assure que

le croisement, la mutation et la recherche locale créent desnouveaux individus au lieu d’altérer les

existants, on n’a pas besoin de synchroniser le tout. Chaqueprocessus possède désormais sa propre

liste d’individus et sa liste des valeurs defitnessde ceux-ci.

Le surcoût provient de la fusion des listes afin de faire la sélection (étant faite par une liste

d’indices au lieu de copier les individus). Après la sélection, les nouveaux parents sont redistribués

parmi les différents processus. Le surcoût en mémoire est limité aux objets nécessaires pour dé-

marrer les nouveaux processus ainsi que les références redondantes (qui sont nécessaires afin que

chaque processus puisse accéder aux parents dont il a besoin) sur les individus.

Quant au générateur de nombres aléatoires, certains opérateurs nécessitent un grand nombre

d’appels à lui. Comme il est nécessairement synchronisé, ilrisque d’être un goulot d’étranglement

s’il y a des appels concurrents venant des différents processus. Afin d’éviter tout appel concurrent,

chaque processus possède son propre générateur.

5.4 Gain pratique - expérimentation

Pour étudier la performance à large échelle de notre EA, nousutilisons une grappe de calcul

hétérogène, constituée de 17 nœuds qui se basent sur six types de processeurs. Afin d’obtenir des ré-

sultats homogènes, nous utilisons en particulier les nœudséquipés de processeurs Intel Xeon X7350

Tigerton (2.93 GHz, 4 noyaux, 4Mo cache L2 par noyau) et IntelXeon Tulsa (3.4 GHz, 2 noyaux,

2Mo cache L2 par noyau, 16Mo cache L3). Les nœuds utilisés ont16 noyaux chacun. Le système

d’exploitation est Linux. Il faut aussi noter que notre algorithme est écrit en Java. Par conséquent, un

accès direct aux ressources n’est pas possible, on n’a notamment pas de contrôle sur la distribution

des processus sur les processeurs. La performance est dépendante de l’implémentation de la machine

virtuelle. Nous utilisons la Java Hotspot VM dans la version1.6. Dans les dernières comparaisons

avec d’autres langues de programmation, Java s’est montré extrêmement efficace (Amedro et al.,

2008).

Nous avons choisi une base de graphes réels. Il s’agit des graphes extraits d’une base de données

de 42000 molécules10 au total. Nous utilisons plusieurs sous-ensembles contenant tous des molé-

cules d’une taille spécifique. L’algorithme est lancé trente fois sur chaque paire de graphes après un

filtrage qui consiste à éliminer les graphes ayant une distribution différente d’atomes (c’est-à-dire un

nombre différent pour au moins un type d’atomes). En effet, il s’agit d’une mesure qui permet la li-

mitation de l’espace de recherche basé sur une signature (cf. Sec. 2.8, p. 54). De plus, si deux graphes

ont des signatures non-identiques, alors on n’a pas besoin de chercher un appariement, puisque l’on

10. NCI AIDS antiviral screen.
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peut directement conclure qu’il s’agit de deux graphes différents. Dans l’autre cas uniquement, la

recherche de l’appariement pour la décision d’isomorphisme est nécessaire.

La diminution du temps de calcul dépend en pratique de plusieurs facteurs. Dans cette section,

nous étudions certains d’entre eux qui peuvent aider à décider si la parallélisation est avantageuse

dans une application précise. La question principale étant: le gain en vitesse justifie-t-il le coût sup-

plémentaire (notamment l’utilisation d’ordinateurs parallèles très coûteux) ? De manière générale,

la parallélisation est avantageuse si le calcul à distribuer est assez lourd. En termes techniques, il

faut un minimum de travail dans chaque processus pour justifier la distribution. Les processus longs

sont préférables aux processus plus courts.

Le calcul principal se passe au niveau de la fonction d’évaluation. Il devient plus coûteux quand

la taille des graphes augmente. Comme la parallélisation sefait par génération, la taille de la po-

pulation joue aussi un rôle, car elle détermine combien d’appels à la fonction d’évaluation sont

distribués.

5.4.1 Taille des graphes

Nous étudions d’abord l’influence de la taille de graphes. L’accélération pour des tailles de

graphes de 22, 30 et 50 sommets est illustrée sur les figures 5.3 et 5.4. Les expériences sont effectuées

en utilisant la taille de population 121, dont un individu élite sur lequel les opérateurs ne sont pas

appliqués. De fait, cette valeur assure que le nombre d’opérations est divisible par la plupart de

nombres de 1 à 8 (le nombre de processeurs) ce qui mène à des sous-populations de taille égale.

Nous constatons que l’accélération est effectivement plusforte pour des tailles plus élevées.

Entre les résultats obtenus avec les processeurs Tulsa et Tigerton, on peut noter que les processeurs

Tulsa donnent un gain supérieur. Les processeurs Tigerton,qui sonta priori environ deux fois plus

rapides, ne donnent quasiment pas de gain en vitesse lorsquel’on passe d’un seul à deux. L’accé-

lération est ensuite comme attendu. Toutefois, avec quatreprocesseurs, l’algorithme est seulement

deux fois plus rapide. Pour des graphes de taille 22, le nombre optimal de processeurs est quatre (les

gains que l’on observe en utilisant 5 et 6 processeurs étant négligeables). Quand la taille augmente,

alors l’algorithme peut profiter de plus de processeurs (5 pour la taille 30, 8 à taille 50).

Les processeurs Tulsa profitent dès le début de l’ajout de processeurs. A part cela, nous consta-

tons le même comportement qu’avec les processeurs Tigerton. L’accélération est plus grande, mais

les processeurs sonta priori moins performants. En utilisant trois processeurs l’algorithme est déjà

entre 2.5 fois (un peu moins pour la taille 22, un peu plus pourla taille 30) et presque 3 fois (pour

la taille 50) plus rapide. Lorsque l’on utilise encore plus de processeurs, l’accélération s’éloigne de

son optimum théorique.

En résumé, la parallélisation est plus avantageuse pour de grands graphes que pour des petits.

Avec les tailles de graphes testées, nous observons un comportement presque idéal pour les petits
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FIGURE 5.3 – Accélération par rapport à la taille des graphes (processeurs Tigerton).

nombres de processeurs. En effet, on s’approche plus du cas idéal avec des graphes plus grands.

Quand on traite des problèmes plus complexes, le nombre de processeurs dont on peut profiter

efficacement augmente.

5.4.2 Taille de la population

Nous étudions ensuite l’influence de la taille de la population. L’étude théorique11 sur l’accé-

lération maximale et sur le nombre optimal de processeurs suppose que la taille de la population

soit assez grande (1000 individus). Cependant, les taillesqui mènent à des bonnes performances en

termes de précision et temps de calcul (cf. Ch. 3, p. 59 et suivantes), ainsi que celles mentionnées

dans la plupart des travaux, sont souvent plus petites. En effet, la taille de la population est choisie en

fonction des performances de l’algorithme et non afin de permettre une meilleure accélération. Les

différents applications et opérateurs nécessitent des tailles bien différentes (par exemple 400 pour un

GGA-CX contre 10 pour un GGA-UOX). Il est donc néanmoins intéressant d’observer la relation

entre la taille de la population et l’accélération. De même,les expériences sur la taille de population

donnent une indication sur les effets prévisibles de la taille du problème. Comme en effet, l’effort

de computation ne croît pas linéairement avec la taille de graphes, ceci est le cas pour la taille de la

population.

Nous observons que les différences entre les types de processeurs subsistent. C’est-à-dire l’uti-

lisation de deux processeurs Tigerton n’augmente que très peu la vitesse et l’accélération est de

11. cf. Sec. 5.2, p. 121.
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FIGURE 5.4 – Accélération par rapport à la taille des graphes (processeurs Tulsa).

manière générale plus faible que sur les processeurs Tulsa.Le comportement général reste néan-

moins comparable.

La figure 5.5 montre l’effet de la taille de la population sur la vitesse pour un graphe de taille 22.

Les tailles de population utilisées sont 100, 500, 1000 et 1500 individus. Nous constatons qu’une

petite taille mène à une accélération plus faible, tandis qu’un algorithme utilisant une grande taille

accélère plus. Pour la taille 1000 par exemple, l’algorithme est un peu moins de trois fois plus rapide

avec trois processeurs. Quand on utilise huit processeurs,le gain n’augmente que peu.

De manière générale, sur les graphes de taille 20-50, l’utilisation de trois processeurs semble

approprié. Nous pouvons conclure que l’application de la parallélisation vaut la peine quand les

graphes sont grands et/ou la taille de la population est grande. Par contre, augmenter explicitement

de la taille de la population afin de faire une bonne parallélisation ne paraît pas avantageux.

5.4.3 Communication entre processus

Après ces expériences générales, nous étudions aussi des optimisations possibles concernant

la communication entre processeurs. De fait, quand on copieun grand nombre de chromosomes

du processeur principal aux processeurs travailleurs, il se peut qu’une approche étape par étape

accélère l’exécution car le temps d’attente diminue. L’idée que nous suivons consiste à envoyer

uniquement les identifiants des parents et non les parents eux mêmes. De la sorte les processeurs

peuvent commencer à travailler plus rapidement, y compris le processeur maître. On tente donc de

réduire le temps d’inactivité.

Soit l la longueur des chromosomes etsp la taille de la population. On a alors besoin d’envoyer
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FIGURE 5.5 – Accélération par rapport à la taille de la population (processeurs Tulsa).

un tableau de taillel × sp. L’idée d’envoyer des identifiants réduit la taille du tableau à envoyer ini-

tialement à une valeur entresp et2sp selon la quantité de croisements à faire. On obtient notamment

2sp quand chaque enfant a deux parents (quand le croisement s’applique à 100% de la population).

On obtientsp si aucun enfant n’est créé en utilisant le croisement.

Bien que l’idée générale soit de copier uniquement les identifiants, au moment d’appliquer les

opérateurs, le processeur esclave a besoin de connaître leschromosomes. Nous étudions l’algo-

rithme parallèle sur une seule machine dont la mémoire est partagée : le processeur esclave cherche

alors lui-même les parents nécessaires pour la création du descendant suivant. Pour cela une syn-

chronisation d’accès est inévitable car la population des parents n’existe qu’une seule fois dans la

mémoire.

Un schéma très souvent utilisé dans les algorithmes génétiques est d’appliquer les opérateurs

l’un après l’autre sur l’ensemble de la population. On commence avec le croisement. Une fois que

ceci est fait sur toute la population, on applique la mutation sur les résultats, et ainsi de suite. Du

point de vue de la synchronisation, le problème avec ce schéma, que nous appelons ordre classique

par la suite, est que, comme le croisement est un opérateur très peu coûteux notamment par rapport

à la recherche locale et l’appel à la fonction d’évaluation,les demandes des parents ne sont pas bien

distribuées. Tous les processeurs esclaves essaient d’accéder aux parents au début de l’exécution.

Ceci crée des blocages qui ralentissent l’algorithme. Le nombre de blocages (et ainsi le ralentisse-

ment dû à la synchronisation) augmente avec le nombre de processeurs. La taille de la population

joue aussi un rôle : quand elle est faible, il y a peu de donnéesà communiquer, aussi l’envoi de toute

la matrice des parents n’est pas coûteux.
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FIGURE 5.6 – Accélération par rapport à l’ordre (processeurs Tulsa).

Afin d’uniformiser la distribution des accès et donc limiterle nombre de blocages, nous propo-

sons de changer l’ordre d’exécution. De fait, rien n’empêche de suivre un individu de la création par

le croisement jusqu’au calcul de la fonction d’évaluation pour ensuite continuer avec le prochain.

Nous effectuons donc une comparaison de ce nouvel ordre et del’ordre classique, dans les deux cas

sans ou avec synchronisation. L’absence de synchronisation implique que les parents sont copiés

pour chaque processeur esclave par le processeur principal. Les figures 5.6 et 5.7 montrent les résul-

tats obtenus. Nous constatons en premier lieu que la stratégie la moins bonne est l’ordre classique

avec synchronisation. Ensuite nous observons que le changement de l’ordre est avantageux dans tous

les cas (avec ou sans synchronisation).

Pour les processeurs Tulsa, les différences entre les troisversions (autres que l’ordre classique

avec synchronisation) sont négligeables jusqu’à 7 processeurs parallèles. Quand on en utilise 8, nous

constatons un léger avantage pour l’ordre adapté sans synchronisation, devant l’ordre adapté avec

synchronisation.

Pour les processeurs Tigerton, les relations sont plus compliquées. Bien que l’ordre classique

sans synchronisation montre le comportement le plus cohérent, l’ordre adapté montre une meilleure

accélération (avec synchronisation). Sans synchronisation, l’accélération est aussi meilleure quand

on utilise peu de processeurs. Toutefois, quand on passe à 7,l’accélération diminue. Pour l’ordre

classique avec synchronisation, nous observons une accélération jusqu’à 5 processeurs, puis, la vi-

tesse baisse beaucoup. La meilleure stratégie est l’ordre adapté avec synchronisation, mais les diffé-

rences ne sont pas très élevées.
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FIGURE 5.7 – Accélération par rapport à l’ordre (processeurs Tigerton).

5.5 Parallélisation au niveau applicatif

Recherche d’un graphe dans une baseDans certaines applications il est possible de paralléliser

à un niveau plus haut. Par exemple si l’on souhaite identifierun graphe donné parmi un ensemble des

graphes existants pour trouver celui qui correspond le mieux, on a besoin de plusieurs appariements.

Dans le pire cas, il faut le comparer à tous les graphes de la base. Dans ce cas, au lieu de distribuer

un algorithme sur les processeurs disponibles, on peut paralléliser au niveau de l’identification. En

d’autres termes, on utilise l’algorithme génétique séquentiel mais on en utilise plusieurs instances

sur différentes paires de graphes en parallèle. La parallélisation se situe alors au niveau applicatif.

Les avantages principaux sont d’une part que les fils d’exécution sont plus longs et d’autre part que

la communication entre processeurs est minimisée. Aussi dans le cadre de l’identification on peut

observer l’évolution des distances : si par exemple une exécution arrive à une distance proche de 0,

alors il n’est plus nécessaire de suivre les autres. On peut alors interrompre de façon anticipée tous les

algorithmes qui tournent en fonction des résultats d’un seul. Ceci est particulièrement intéressant car

nous observons que le nombre de générations est moins élevé quand il s’agit des graphes similaires

que si l’on compare des graphes différents. Bien que ceci soit aussi vrai pour d’autres méthodes

comme les approches basées sur la recherche de l’arbre A*, ils ne permettent pas d’obtenir une

solution courante facilement.

Augmentation de la précision avec des populations indépendantes Il peut également être avan-

tageux d’exécuter le même algorithme génétique sur une seule paire de graphes plusieurs fois afin
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d’augmenter la probabilité de trouver la bonne solution. Par exemple, si l’on suppose que l’algo-

rithme obtienne la solution optimale avec une probabilitép de50%, alors la probabilité d’obtenir la

solution optimale avec (au moins) un algorithme parmin algorithmes identiques est de1− (1−p)n.

Pourn = 2 on obtient75%. Comme1 − (1 − p)n tend asymptotiquement vers1, on peut, avec le

choix d’un nombre d’algorithmes parallèles suffisant, assurer qu’un trouve la solution optimale avec

n’importe quelle probabilitép < 1 donnée.

5.6 Bilan

Bien que la parallélisation d’un algorithme génétique semble évidente, il existe de très nom-

breux détails techniques à prendre en compte afin que l’on puisse vraiment accélérer l’exécution.

Par exemple, le confort d’un langage de programmation orienté objet comme JAVA cache certaines

choses de bas niveau qui sont cependant importantes (optimisation de l’ordre de boucles, synchro-

nisation, distribution des fils d’exécution sur les processeurs). Il est donc important de bien choisir

les technologies utilisées et surtout de valider les résultats. Nos expériences montrent que la qualité

de l’accélération dépend de la taille du problème et de la taille de la population. Avec les graphes de

taille moyenne que nous testons, l’utilisation de 3-5 processeurs semble appropriée. Si l’on traite des

graphes plus grands ou si l’on a besoin de tailles de population plus importantes, alors ce nombre

peut augmenter et on peut effectivement profiter de plus de processeurs. Finalement, selon les appli-

cations, il est possible de paralléliser non au niveau des générations mais au niveau des algorithmes.

Globalement, la parallélisation améliore la vitesse dans tous les cas. Il existe cependant une limite,

théorique et pratique, du nombre maximal de processeurs dont l’algorithme peut profiter. En ce

qui concerne la précision, et les autres propriétés de l’algorithme, elles restent inchangées car nous

avons choisi une parallélisation globale. En effet, d’autres types de parallélisation sont possibles

mais nécessitent une étude beaucoup plus approfondie car les propriétés de l’EA changent.
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Chapitre 6

Garantie du résultat optimal

Malgré toutes les astuces que l’on peut utiliser afin d’améliorer la convergence des EA, ces der-

niers restent des méthodes stochastiques dont le résultat dépend des nombreuses variables aléatoires.

Bien que l’on puisse augmenter la probabilité de trouver la solution optimale, on n’a pas de garantie

d’optimalité en général12. Dans les chapitres précédents nous avons amélioré l’algorithme avec plu-

sieurs autres heuristiques qui ne garantissent pas l’obtention de la solution optimale. Des méthodes

dites optimales existent mais elles sont très lentes.

Notre proposition consiste à combiner l’algorithme génétique, qui obtient une bonne solution

assez rapidement, avec une méthode exacte, qui est plus lente mais garantit la solution optimale

(Bärecke & Detyniecki, 2007a). L’idée principale est d’utiliser une méthode de recherche d’arbre

qui permet de limiter les chemins explorés suivant une estimation de la distance maximale accep-

table entre les graphes. Il s’agit d’une distance pour laquelle on sait qu’il existe une solution cor-

respondante : l’algorithme génétique donne une estimationde départ et accélère ainsi la recherche

d’arbre.

Nous étudions d’abord la méthode optimale avec laquelle nous proposons de combiner, exami-

nant en particulier son paramètre, la distance maximale tolérée. Nous détaillons ensuite l’algorithme

hybride proposé.

6.1 Influence du seuil d’acceptation sur l’algorithme A*

Notre intérêt pour l’algorithme de Berretti et al. (2001) (cf. Sec. 1.5, p. 14) est basé sur le fait

qu’il garantit la solution optimale. Son seul paramètre applicatif est le seuil maximal d’accepta-

tion modélisant la différence maximale tolérée entre deux graphes, ce qui correspond dans le pro-

blème d’identification au seuil sur lequel deux graphes peuvent être considérés comme différents.

On constate une corrélation directe entre ce seuil et le temps de calcul de l’algorithme. L’idée est

12. Dans certains cas des EA simples, on peut toutefois prouver l’optimalité mais sous l’hypothèse d’un temps de

calcul infini (Rudolph, 1994).
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que la définition d’un seuil permet d’élaguer l’ensemble desappariements candidats. Il serait alors

souhaitable de réduire le seuil d’acceptation le plus possible afin d’obtenir les meilleures perfor-

mances. Si le seuil est inférieur à la distance correspondante à la meilleure solution existante et donc

à la distance réelle entre les graphes en question, alors l’algorithme ne parvient pas à trouver de

solution. Dans ce cas, il valide simplement la non-existence d’une solution inférieure au seuil choisi

et le temps de calcul est considérablement réduit.

Nous cherchons à établir une analyse plus profonde de la corrélation entre le seuil et le temps de

calcul. Il est évident que le seuil est fortement dépendant de l’application concrète et en particulier

de l’amplitude des distorsions possibles. Nous utilisons une base de graphes aléatoires car une telle

base permet de fixer le niveau de bruit et ainsi de calculer uneespérance de la distance réelle. En

effet, nous cherchons à établir empiriquement un lien entrele temps de calcul et le rapport entre la

distance réelle et le seuil. Cela nécessite une base contenant des paires de graphes avec des distances

proches.

L’espérance mathématique de la distance entre les graphes se calcule en fonction de leur taille

et du niveau de bruit utilisé lors de leur création. Soitσ l’écart-type de la variable aléatoire qui

détermine le bruit ajouté, alors l’espérance de distance entre un graphe et le graphe correspondant

perturbé estE = E(d(g1, g2)) =
√
3
4 σn(n + 1). Dans le cas du bruit uniforme le niveau de bruit

est déterminé par la longueur de l’intervalle[−ε; +ε]. Afin d’assurer une espérance égale à celle du

bruit gaussien, alors on calculeε en fonction deσ : ε =
√
3σ.

Nous examinons en particulier l’intervalle centré sur cette espérance. Nous définissons vingt

seuils équidistants dans l’intervalle[0, 1E + τ, 2, 0E + τ ]. Nous excluons le cas d’une espérance

de0, qui correspond àσ = ε = 0, car il n’est pas intéressant en pratique. De fait, une espérance

de0 transforme l’isomorphisme inexact en un problème d’isomorphisme exact pour lequel des mé-

thodes bien plus performantes existent (cf. Sec. 1.5, p. 14). Quand on lance l’algorithme de Berretti

et al. avec un seuil qui correspond exactement à la distance entre les graphes, alors l’algorithme ne

trouve pas de solution pour des raisons techniques (cf. Ann.E, p. 257). Nous introduisons donc une

tolérance numérique. Une valeur suffisante pour le fonctionnement de tous les algorithmes dont en

particulier l’A* est τ = 10−10.

6.1.1 Expérimentation

D’abord nous visons à établir un lien entre le temps de calculet le seuil d’acceptation. Nous

exprimons le seuil d’acceptation comme un multiple de l’espérance de la distance. En effet, ceci

permet de voir l’influence d’un seuil plus ou moins proche de la distance réelle (que l’on ne connaît

pas dans les cas réels). Deux cas sont à distinguer : d’une part, le seuil peut être supérieur ou égal à la

distance réelle. Une solution sera alors trouvée. D’autre part, le seuil peut être inférieur à la distance

réelle, et dans ce cas, l’algorithme ne peut pas trouver de solution, vérifiant ainsi la non-existence
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d’une solution.

Nous constatons qu’en général, le temps de calcul augmente avec le seuil d’acceptation. Les

figures 6.1 (bruit uniforme) et 6.2 (bruit gaussien) montrent les temps de calcul en fonction du seuil

choisi. Nous utilisons une échelle logarithmique afin de pouvoir visualiser un domaine très large. Les

lignes pointillées horizontales correspondent au temps decalcul sans seuil d’acceptation. Le temps

est alors le temps nécessaire pour vérifier la non-existenced’une solution. Les lignes en trait plein

correspondent au premier cas. Les lignes semi-pointilléesindiquent les exécutions sans solution

inférieure au seuil choisi.

Nous constatons que pour des seuils très petits (inférieures à0, 4E) par rapport à la distance

espérée les temps de calcul sont négligeables. Entre 40% et 60% de l’espérance, le temps de calcul

augmente considérablement. Nous observons également que le niveau de bruit influence le début de

la croissance du temps de calcul : un niveau plus élevé précipite la croissance. La différence entre

des exécutions avec ou sans solution est négligeable : les courbes s’enchainent sans saut. Quand le

seuil dépasse la distance, alors le temps de calcul progresse toujours avec un gradient dépendant du

bruit : plus le bruit est fort plus la hausse est importante. Nous observons que le temps de calcul

n’atteint pas celui de référence (sans seuil), même quand onmet le seuil à deux fois la distance.
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FIGURE 6.1 – Influence du seuil d’acceptation sur le temps de calcul -bruit uniforme.
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FIGURE 6.2 – Influence du seuil d’acceptation sur le temps de calcul -bruit gaussien.

Les tableaux 6.1 et 6.2 montrent la relation entre l’algorithme A* sans seuil et avec un seuil égal

au double de l’espérance, dans un environnement parallèle et séquentiel respectivement. L’exécution

en parallèle permet d’obtenir des résultats plus rapidement mais on ne peut pas exclure des effets

de la parallélisation sur le mesure du temps. L’exécution séquentielle donne ainsi des résultats plus

précis mais nous ne pouvons pas aller aussi loin en termes de taille de graphes et de niveau de

bruit. Nous constatons que les temps de calcul avec seuil sont largement inférieurs à ceux sans seuil.

Dans tous les cas, le temps de calcul augmente de manière trèsimportante avec le niveau de bruit

et la taille des graphes, ce qui rend l’utilisation de l’algorithme pratiquement impossible pour des

graphes de taille 20. Pour la version séquentielle nous avons utilisé un type de processeur qui est

environ deux fois plus rapide que le type utilisé dans la version parallèle, par contre on n’en utilise

qu’un seul à la fois au lieu de 16. Par conséquent la version parallèle fournit encore des résultats

pour des problèmes environ huit fois plus complexes (en termes du temps de calcul nécessaire).

Nous observons également une différence entre les deux types de bruit, le temps de calcul avec du

bruit gaussien est inférieur au temps avec du bruit uniforme. En effet, il s’agit du temps moyen sur

l’ensemble de 50 paires de graphes. Les distances entre les paires de graphes sont plus concentrées

autour de l’espérance quand on utilise du bruit gaussien quequand on utilise du bruit uniforme. Pour
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A* sans seuil Double de l’espérance

Bruit 2% 4% 6% 8% 10% 2% 4% 6% 8% 10%

Taille Bruit uniforme

13 3,8 7,1 15,4 17,2 39,1 0,1 0,1 0,4 3,4 19,7

14 10,6 34,7 58,6 98,4 127,5 0,1 0,2 1,4 9,3 54,6

15 36,0 69,9 82,9 302,7 495,50,2 0,2 3,2 31,7 191,0

16 230,9 253,7 954,9 749,4 3085,00,2 0,6 8,5 102,4 789,7

Bruit gaussien

13 4,4 5,5 6,2 11,9 32,2 0,1 0,1 0,3 2,4 12,3

14 5,1 12,0 44,8 36,9 139,3 0,1 0,2 1,2 6,0 39,7

15 17,8 107,4 125,6 240,2 354,80,1 0,3 3,3 31,9 120,6

16 89,9 148,7 702,6 615,0 3457,20,3 0,7 8,0 70,8 925,3

Tableau 6.1 – Temps de calcul en secondes de l’algorithme A* sans seuil - version parallèle - sur

Intel Xeon Tulsa.

ces dernières notamment, les valeurs extrêmes sont plus éloignées de l’espérance. Comme le temps

de calcul est exponentiel avec la distance, alors ces valeurs extrêmes ont une forte influence sur la

moyenne.

Dans cette section, nous avons effectué des expérimentations exhaustives avec des seuils diffé-

rents afin de quantifier la correspondance entre le temps de calcul et le seuil choisi. Nous constatons

d’une part que la convergence de l’algorithme A* est accélérée énormément si l’on fournit une bonne

estimation du seuil. Ceci est aussi vrai si l’on surestime ladistance (jusqu’à un facteur de deux, ce

qui est toujours une bonne estimation dans des applicationsconcrètes ayant une variance forte eta

priori inconnue des données). D’autre part, le temps de calcul pourles seuils inférieurs à la distance,

ne fournissant pas de solutions, tend à être très faible. Parcontre, un problème majeur est que l’on

ne connaît pas en pratique l’espérance de la distance en avance, ce qui est nécessaire afin de fixer les

seuils.
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A* sans seuil Double de l’espérance

Bruit 2% 4% 6% 8% 10% 2% 4% 6% 8% 10%

Taille Bruit uniforme

13 1,6 2,6 5,7 7,0 15,6 0,03 0,04 0,14 1,3 7,5

14 3,8 12,0 20,0 42,0 52,4 0,05 0,07 0,45 3,6 22,1

15 15,1 30,2 28,8 106,7 217,00,07 0,11 1,12 11,4 81,0

Bruit gaussien

13 1,6 2,5 3,0 5,0 14,2 0,03 0,04 0,17 1,0 5,7

14 2,2 4,2 14,8 18,5 54,4 0,05 0,06 0,39 2,9 15,9

15 9,2 37,1 50,8 95,3 138,8 0,07 0,11 1,15 12,9 43,2

Tableau 6.2 – Temps de calcul en secondes de l’algorithme A* sans seuil - version sequentielle - sur

Intel Xeon X7350.

6.2 Stratégie de doublement

Dans la pratique, la définition d’une espérance de la distance et ainsi d’un seuil approprié re-

vient presque à la résolution du problème lui-même et est donc souvent impossible. Nous essayons

de contourner ce problème avec une version itérative qui commence par un seuil très petit, sous-

estimant la distance réelle, puis exécute l’algorithme à plusieurs reprises en augmentant le seuil

jusqu’à ce qu’une solution soit trouvée.

L’idée de la version itérative de l’algorithme A* vient des observations faites dans la section

précédente. D’une part, le temps de calcul pour de petits seuils est négligeable, celui d’un seuil égal

à deux fois la distance est inférieur au temps sans seuil. D’autre part, le temps de calcul augmente

plus que linéairement avec le seuil. Pour cette raison, nousespérons que la somme de plusieurs

exécutions avec des seuils assez petits montre des avantages par rapport à l’exécution sans seuil (ou

avec un seuil conservateur, c’est-à-dire très lointain afinde n’exclure aucune solution possible).

Nous devons alors définir une stratégie d’augmentation du seuil. L’augmentation ne doit pas

être trop petite, sinon de nombreuses exécutions seraient nécessaires jusqu’à ce que l’on trouve la

solution, ce qui augmenterait le temps de calcul de façon significative. Elle ne doit pas non plus être

trop grande, sinon le pas pourrait mener à un seuil conservateur que l’on pourrait peut-être déjà fixer

auparavant et les exécutions précédentes n’auraient aucuneffet positif.

Nous proposons de doubler la valeur du seuil à chaque étape. D’une part, cette stratégie est

exponentielle : même si la sous-estimation est importante,relativement peu d’étapes seront néces-

saires afin de passer au-delà de la distance. D’autre part, lasurestimation maximale que l’on peut

avoir avec cette approche est inférieure à deux fois la distance : en particulier, si l’avant-dernier seuil

atteint presque la distance, le prochain et dernier sera un peu inférieur à deux fois celle-ci. Comme

nous avons vu dans la section précédente, un tel seuil apporte déjà un gain important.
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Les figures 6.3 et 6.4 illustrent les résultats obtenus par cette méthode par rapport à la version

initiale. La sous-estimation initiale est d’un facteur de 50 ce que nous jugeons assez important pour la

pratique. Par conséquent, sept itérations seront nécessaires en moyenne (pour la première itération

on utilise le seuil initial, puis on l’augmente 6 fois,26 = 64 > 50). Les courbes à trait plein

correspondent à la stratégie de doublement tandis que celles à trait pointillé correspondent à l’A*

sans seuil initial.
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FIGURE 6.3 – Stratégie de doublement, bruit uniforme.

Nous constatons un gain considérable par rapport à l’approche sans seuil puisque le temps de

calcul reste inférieur à 10 secondes alors qu’il atteignaitplus de 100 secondes auparavant. Une telle

stratégie est alors envisageable si l’on ne possède pas d’estimation d’un seuil d’acceptation, ce qui

est souvent le cas pour les applications réelles. Toutefois, nous constatons que la différence de temps

de calcul augmente exponentiellement avec la taille des graphes. En pratique, les applications sont

confrontées à une limitation de la taille maximale de graphes que l’on peut traiter. Nous pouvons

alors pousser la taille maximale vers des valeurs un peu plusimportantes, mais sans effectivement

enlever la limitation sur la taille.

On peut s’interroger sur la valeur du paramètre qui détermine la sous-estimation initiale choisi.

Ici, nous pouvons utiliser un paramètre qui dépend de l’espérance, ce qui n’est pas possible en pra-
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FIGURE 6.4 – Stratégie de doublement, bruit gaussien.

tique. La valeur exacte est cependant secondaire sous condition qu’elle soit inférieure à la plus petite

distance, puisqu’avec la stratégie de doublement le seuil accroît exponentiellement et atteint donc la

région de recherche très rapidement même si la distance réelle est plusieurs ordres de grandeurs plus

loin. Par exemple, si l’on a choisi un facteur de 1000, qui correspond à un seuil initial 11000 fois la

distance, alors on dépasse la distance et on trouve la solution après seulement 11 itérations. Pour un

facteur d’un million on calcule 21 itérations. Ce qui est beaucoup plus important dans ce contexte est

le montant du dépassement dans la dernière itération. La figure 6.5 montre le temps de calcul de la

version itérative avec des différents seuils initiaux. Lesboîtes à moustaches montrent la distribution

des temps de calcul sur les paires de graphes de taille 20 avecun niveau de bruit moyenne (σ = 6).

A des fins de comparaison nous avons ajouté, à droite, la distribution du temps de calcul pour la

stratégieF2 qui utilise un seuil fixe de deux fois l’espérance. Quant à l’algorithme A* sans seuil, il

n’est plus applicable pour cette taille de graphes.

Nous constatons que la courbe montre des formes répétitives: le comportement entre 8 (23)

et 16 (24) est équivalent à celui entre 16 et 32 (25). Les médianes sont les plus basses pour des

puissances de deux. En revanche la dispersion vers des valeurs plus grandes est maximale. De fait,

pour la moitié de l’échantillon, le seuil dans la dernière itération est très proche de la distance réelle
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Facteur du seuil initial pour l’algorithme itératif
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tandis que pour le reste elle est égale à son double. De fait, le pire cas pour l’algorithme serait de

prendre une valeur initiale légèrement supérieure (et doncun facteur légèrement plus petit qu’une

puissance de deux).

Notre étude montre que si l’on applique la stratégie de doublement, alors le temps de calcul

dépend très fortement de la proximité du facteur à une puissance de 2 plutôt que du niveau de sous-

estimation (par exemple le temps de calcul avec un facteur 6 est quasiment identique à celui du

facteur 12, 24, et très proche du 50). En général, on ne connaît pas l’espérance exacte de la distance.

En effet, chaque paire de graphes a une autre distance. Si l’on fixe un seuil pour une base entière,

alors le facteur associé à ce seuil est différent pour chaquegraphe. Pour la base utilisée, on peut noter

que la variance des distances de graphes est très limitée (ladistance moyenne sur toutes les paires

de graphes est :d(Gi,1, Gi,2) = 10, 85 ; pour la variance on obtient :σ = 0, 42(3, 85%) ; ainsi pour

le minimum et maximummin(d(Gi,1, Gi,2)) = 9, 69 ; max(d(Gi,1, Gi,2)) = 11, 69 ; E = 10, 91) :

les distances se concentrent autour de l’espérance. Par conséquent le facteur de sous-estimation de

la distance est similaire pour chaque paire de graphes.

Pour des bases réelles, on obtient une distribution sur un plage de facteurs, pour chaque paire

de graphes, le niveau de la sous-estimation est différent. La distribution des temps de calcul sur

une grande base est donc quasiment indépendante du seuil choisi. Par analogie avec notre expéri-

mentation, elle se compose de tous les groupes des diagrammes. Comme le temps est légèrement

supérieur au temps de calcul avec un seuil fixe de deux fois la distance uniquement dans le pire cas

et dans beaucoup d’autres cas inférieur à celui-ci, alors letemps de calcul moyen de la stratégie de

doublement est souvent nettement inférieur à celui du seuilfixe (nous effectuons une comparaison

après l’introduction de l’algorithme hybride dans la Fig. 6.6, p. 143).

6.3 Algorithme hybride

La combinaison des algorithmes approximatifs avec des algorithmes exhaustifs est possible

lorsque l’algorithme exhaustif profite de la connaissance d’une solution candidate assez bonne.

L’idée principale consiste à exécuter les deux algorithmesl’un après l’autre en transmettant la

meilleure solution candidate de l’algorithme approximatif comme point de départ à l’algorithme

exhaustif. Celui-ci la vérifie ensuite. Nous avons choisi l’algorithme de Berretti et al. (2001) comme

méthode exhaustive et notre approche génétique comme approche approximative. D’abord, on ap-

plique un algorithme génétique. Nous utilisons l’algorithme générationnel avec le croisement UPBX

et les paramètresoptimaux(cf. Tab. 3.1, p. 95). La distance entre les graphes obtenue par le meilleur

individu est évidemment une borne supérieure de la distanceoptimale. Ensuite on exécute l’algo-

rithme de Berretti en utilisant cette valeur comme limite d’acceptation13. À la fin, on garantit donc

13. Des erreurs d’arrondi venant de la représentation des nombres à virgule flottante (cf. Ann. E, p. 257), pouvant être

considérées comme bruit numérique, imposent l’introduction d’une tolérance numérique. Nous utilisons10
−15 en double
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Comparaison des stratégies - 15 sommets - Bruit gauss. 10

Stratégies : cascade, seuil fixe, doublement itératif
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FIGURE 6.6 – Comparaison des différents stratégies, taille 15, bruit gaussien, niveau 10.

le résultat optimal. L’avantage en comparaison avec la méthode de Berretti simple, qui est basée sur

la stratégie de recherche d’arbre A* d’Ullmann (1976), est que plusieurs sous-arbres peuvent être

exclus plus tôt. Ainsi, le temps de calcul est fortement réduit, ce qui permet le traitement de graphes

plus grands.

La figure 6.6 montre le temps de calcul des différentes méthodes sur des graphes de taille 15

soumis à un bruit gaussien avec un écart-typeσ = 0, 1. L’approche hybride qui combine l’algorithme

génétique et la méthode A* est dénommée H. Le numéro correspond au nombre de générations sans

changement que l’on utilise comme critère d’arrêt. La médiane du temps de calcul se situe dans les

trois cas autour de 0,95 secondes : on obtient précisément 0,9523 pour H5, 0,9526 pour H10, et

0,9413 pour H15. Nous constatons néanmoins que le nombre desvaleurs déviantes est visiblement

réduit quand on choisit un critère d’arrêt plus relâché. Il est donc préférable d’attendre quelques

générations de plus afin de permettre à l’algorithme génétique de converger.

Les trois colonnes notées F au centre correspondent à l’approche à seuil fixe. Nous avons choisi

des seuils de deux, trois et cinq fois l’espérance mathématique. Ces deux dernières distributions

sont quasi-identiques tandis que le temps de calcul est significativement plus petit quand on utilise

le double de l’espérance.

Quant à la stratégie de doublement itérative (lettre D), nous commençons avec des seuils entre

10 et 50 fois plus petits que l’espérance. Nous constatons des temps de calcul très similaires avec

les paramètres 10 et 20. En revanche le temps de calcul devient beaucoup plus petit quand on utilise

le paramètre 50. Ceci peut paraître étrange au premier regard. En effet, quand on sous-estime le

précision.
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Bruit uniforme Bruit gaussien

Stratégie σ = 0, 02 σ = 0, 06 σ = 0, 1 σ = 0, 02 σ = 0, 06 σ = 0, 1

H15 0,080 0,13 2,0 0,078 0,10 0,94

F2 0,071 0,72 67 0,072 1,0 22

F3 0,080 3,0 130 0,075 2,9 43

F5 0,078 5,3 130 0,074 5,2 43

D10 0,077 0,27 18 0,10 0,35 7,8

D20 0,078 0,27 18 0,10 0,35 7,8

D50 0,076 0,16 3,6 0,076 0,16 2,4

Tableau 6.3 – Médianes du temps de calcul en secondes, taillede graphes 15.

seuil d’un facteur de 10, alors on effectue en moyenne 6 itérations, pour les facteurs 20 et 50, on

effectue respectivement 7 et 8 itérations. Le point commun entre les facteurs 10 et 20 est le coût

de surestimation pendant la dernière itération. Soita le facteur de sous-estimation ett le numéro

de l’itération, alors le seuil se détermine par2t−1 × E

a . Pour la première itération dont le seuil est

supérieur à l’espérance, il est 60% plus grand pour les facteurs 10 et 20, et seulement 28% pour le

facteur 50. L’ajout d’itérations est beaucoup moins important.

Globalement, quand on compare les trois approches, on constate que l’algorithme hybride est

toujours le plus rapide. Le deuxième est la stratégie de doublement suivie par A* avec seuil fixe.

La figure 6.7 montre le comportement des stratégies sur des graphes avec bruit uniforme. On

constate que les temps de calcul sont plus élevés qu’en utilisant un bruit gaussien. Les médianes

sont 1,75 au lieu de 0,94 secondes pour H15, 67,42 au lieu de 22,13 secondes pour F2, et 2,44 au

lieu de 3,63 secondes pour D50. L’avantage de l’algorithme hybride s’accentue donc encore plus.

On peut noter également que les différences augmentent particulièrement avec le niveau de bruit

(cf. Tab. 6.3, p. 144). Nous constatons que pour des niveaux de bruit très faibles, la médiane du

temps de calcul est inférieure à un dixième d’une seconde.

Si l’on considère des graphes plus grands, par exemple de taille 25, on constate une médiane

de 1,74 secondes pour l’algorithme hybride (H15) contre 1,83 secondes pour l’approche fixe (F2).

La stratégie de doublement (D50) nécessite 1,73 secondes. Malgré la similitude des médianes, les

variances sont plus élevées pour l’approche à seuil fixe. Parconséquent, l’utilisation des autres

stratégies permet de réduire le nombre de valeurs déviantes.
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Comparaison des stratégies - 15 sommets - Bruit unif. 10

Stratégies : cascade, seuil fixe, doublement itératif
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FIGURE 6.7 – Comparaison des différents stratégies, taille 15, bruit uniforme, niveau 10.

6.4 Bilan

Si l’on souhaite appliquer des algorithmes de recherche d’arbre (basés notamment sur A*) sur

un problème inexact en pratique, il faut absolument limiterl’espace de recherche (d’une manière ou

d’une autre). En général, ceci est fait en se limitant à des graphes très petits. Des algorithmes du type

A* permettent aussi une limitation basée sur une distance maximale acceptable. Ceci mène à deux

problèmes principaux : d’une part, la détermination du seuil qui n’est pas triviale. D’autre part, si

la distance réelle est supérieure au seuil, on ne trouve aucun résultat. Nous avons comparé ici trois

stratégies différentes. Premièrement, nous avons utiliséun seuil fixe établi sur la base de l’espérance

mathématique de la distance. La deuxième stratégie se base sur un seuil adaptatif, initialisé à une

valeur faible puis doublé jusqu’à ce que l’algorithme trouve une solution. On n’aura donc jamais un

seuil dépassant deux fois la distance. Bien que cette approche ne soit pas toujours plus performante

que celle du seuil fixe, notamment si le seuil utilisé par cette dernière est très strict, l’avantage prin-

cipal réside dans la non-nécessité de connaître l’espérance mathématique de la distance. Ceci évite

à l’utilisateur une étude détaillée des variances dans son domaine d’application. Aussi, une solu-

tion est toujours identifiée même si la distance est supérieure à l’estimation préalable. La troisième

stratégie consiste à utiliser l’algorithme génétique afin de déterminer le seuil. Cette approche est

encore plus générale, dans le sens que l’on peut l’appliquersur de très nombreux problèmes réels,

et on obtient un seuil par instance et non général. Elle est particulièrement avantageuse dans des

environnements très bruités.

En ce qui concerne les algorithmes génétiques, bien que leurprécision soit très élevée, il n’est
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pas possible de garantir l’obtention de la solution optimale. Pourtant, une vérification de la solution

par un algorithme A* est possible. Nous pouvons observer qu’en ajoutant cette étape, une garantie

peut être formulée et le temps de calcul reste très bas par rapport à l’application de la recherche

d’arbre simple. En effet, en fournissant une solution sous-optimale mais pas trop éloignée de l’op-

timum comme seuil à l’algorithme de Berretti-Ullmann, on peut accélérer celui-ci sensiblement.

De cette façon, nous constatons qu’en moyenne l’exécution de l’algorithme génétique puis de l’al-

gorithme de Berretti prend beaucoup moins de temps de calculque l’exécution de l’algorithme de

Berretti simple. Toutefois, le temps de calcul dans le pire cas reste exponentiel, notamment quand

l’algorithme génétique ne trouve pas de solution sous-optimale assez bonne pour accélérer la re-

cherche.



Chapitre 7

Applications

Dans ce chapitre, nous illustrons les résultats de notre algorithme sur trois applications concrètes.

Nous introduisons d’abord le contexte général des applications aux images. Ensuite, nous présen-

tons les résultats pour deux applications dans ce domaine. La première s’inscrit dans le cadre de

l’identification de personnes. Nous apparions des graphes extraits des photos en deux dimensions

avec ceux obtenus à partir des modèles en trois dimensions deleurs visages. La deuxième applica-

tion vise l’identification d’objets basée sur des graphesa priori sans attributs. Enfin, nous illustrons

le fait que notre algorithme fonctionne également pour le problème d’isomorphisme exact, dans le

cas de molécules.

7.1 Images

Le recherche d’images est souvent associée à des sémantiques de haut niveau. Les méthodes

actuelles cherchant à réduire le fossé sémantique incluentl’utilisation d’ontologies, l’apprentissage

automatique des relations entre les caractéristiques de bas niveau avec des concepts sémantiques, les

boucles de pertinence, destemplatessémantiques et la fusion de données, notamment le texte associé

à une image (un résumé de toutes ces méthodes est donné dans Liu et al., 2007). Nous proposons

d’exploiter une information de relations représentées pardes graphes.

Nous introduisons d’abord des pistes générales de l’utilisation de graphes dans le domaine

d’images avant d’illustrer nos applications à deux problèmes précis.

7.1.1 Contexte général

Suivant l’idée qu’il y a plusieurs« objets» sur une image qui sont en relation les uns avec

les autres, on essaie de découper les images et de construireun graphe à partir de ses parties. Il

existe deux méthodes pour identifier les entités (sommets) dans l’image. D’une part, la segmenta-

tion identifie des régions (Shi & Malik, 2000; Boykov et al., 2001; Boykov & Kolmogorov, 2004;

147



148 CHAPITRE 7. APPLICATIONS

FIGURE 7.1 – Isomorphisme de graphe à partir des régions, images de Omhover & Detyniecki

(2006).

Felzenszwalb & Huttenlocher, 2004). D’autre part, des approches d’extraction des points d’intérêts

identifient un ensemble de points pertinents (Mikolajczyk &Schmid, 2002, 2005). Dans le cas de la

segmentation, nous sommes confrontés à trois défis : la définition des régions et donc la segmenta-

tion automatique de l’image, le choix des caractéristiquesà extraire pour chaque région et finalement

la question de la description des relations entre régions. La figure 7.1 montre schématiquement le

problème de l’isomorphisme de sous-graphes entre deux images. Pour nos expérimentations, nous

considérons la description de l’image comme graphe comme étant donnée, afin que nous puissions

nous concentrer pleinement sur le problème d’optimisationde l’appariement.

En ce qui concerne la modélisation par points d’intérêts, ladéfinition des relations devient plus

délicate. On obtient en premier lieu, un ensemble de points,non connectés, et sans notion explicite

de voisinage. Il faut donc connecter les points afin d’obtenir un graphe. Une méthode courante est

l’utilisation d’un algorithme de triangulation, par exemple une triangulation de Delaunay (Luo &

Hancock, 2001). La construction d’un graphe de voisinage est également possible. La question qui

se pose par la suite est : est-ce que l’introduction des relations apporte plus d’informations ? A notre

avis ceci n’est pas le cas. Par ailleurs, si l’on considère une triangulation de Delaunay, la structure

du graphe peut être sensiblement modifiée par un petit déplacement d’un seul point. Ceci limite la

robustesse de l’approche qui est très importante pour l’application aux images.

Dans le domaine de la reconnaissance de formes, on parle aussi d’appariement des graphes pour

un problème spécifique : on pourrait le dénommer l’appariement de dessins de traits, une application

principale étant la reconnaissance optique de caractères (Auwatanamongkol, 2007). Le terme graphe
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est utilisé dans son sens géométrique. Il est toujours planaire (l’intersection de deux traits est iden-

tifiée comme un sommet durant l’étape d’extraction de graphe). De plus, les angles entre les traits

sont très souvent utilisés (pour des graphes généraux la notion d’angles n’existe pas). Le modèle est

donc très sensible aux déformations et beaucoup plus spécifique que le problème d’isomorphisme

de graphes.

Un autre problème similaire est le problème de l’appariement d’ensembles de points (point pat-

tern matching, Gold et al., 1998; Caetano et al., 2006). Il consiste à trouver une correspondance

entre deux ensembles de points dans un espace euclidien à deux ou trois dimensions. Par rapport au

problème d’appariement de graphes il y a deux différences clefs. D’une part, il n’y a pas d’arêtes.

D’autre part, la correspondance recherchée est une isométrie (approximative dans le cas inexact).

L’application la plus courante est l’appariement des points d’intérêts, comme par exemple des SIFT

(Lowe, 2004). En pratique le problème est souvent inexact etrequiert des méthodes d’optimisation.

Les méthodes utilisées incluent des approches basées sur les plus proches voisins (Beis & Lowe,

1997, 1999), des approches qui estiment la position et l’orientation des objets dans l’image et en

dérivent les correspondances par exemple en utilisantsoftassign(Gold et al., 1998), ou encore des

méthodes spectrales (Carcassoni & Hancock, 2003). Demirciet al. (2006) abordent le problème

des appariementsmany-to-manyavec l’algorithme EMD (Earth Mover’s Distance). Caetano et al.

(2006a ; 2006b) proposent un changement de point de vue intéressant : au lieu d’utiliser un modèle

exact et des algorithmes inexacts, ils suggèrent l’utilisation d’un modèle inexact et d’un algorithme

exact qui a une complexité polynomiale grâce aux contraintes imposées.

En ce qui concerne les autres applications existantes, on peut citer la combinaison des graphes

avec la logique floue qui peut intervenir non seulement dans la description d’images par le graphe

mais aussi dans l’algorithme d’appariement (Krishnapuramet al., 2004). Les modèles de graphes

sont également utilisés pour la régularisation des images de couleur, notamment afin de réduire le

bruit et d’améliorer la qualité (Lezoray et al., 2007).

On peut également passer au traitement des vidéos. Chevalier et al. (2007) proposent l’utilisation

des graphes d’adjacence de régions qui changent avec le temps pour la reconnaissance d’objets dans

des vidéos de basse résolution. Enfin, on peut modéliser l’aspect temporel de la vidéo avec un graphe,

par exemple pour le résumer (Ngo et al., 2005).

7.1.2 Images 3D

Notre première application dans le domaine des images se place dans le cadre de l’identification

de personnes : nous utilisons une base fixée de visages à reconnaître. Nous disposons concrètement

des modèles 3D des visages et tentons d’identifier la bonne personne avec une photo en deux dimen-

sions uniquement. Il s’agit d’un problème d’isomorphisme de sous-graphes parce que des occlusions

sont omniprésentes. De plus, le niveau de bruit est très élevé car les photos et les modèles sont issus
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de deux processus différents. Ceci rend l’application des méthodes exactes très délicate et favorise

plutôt notre approche génétique.

La base contient les modèles 3D de 61 visages ainsi que plusieurs photographies de chaque per-

sonne. Berretti et al. (2008) nous fournissent avec la description de chaque image sous forme d’un

graphe. Les attributs des nœuds et des arêtes sont des vecteurs de taille 27. De fait, ceci correspond à

un coefficient par relation spatiale pour chaque direction.Les graphes ont été réduits afin de pouvoir

être traités avec les méthodes existantes et contiennent engénéral 12 sommets. Ils sont donc assez

petits, ce qui défavorise l’application des algorithmes génétiques à cause de leur coût constant d’ini-

tialisation. Par ailleurs, nous sont données les mesures dedistances pour les sommets et les arêtes,

correspondantes à cette description.

Pour chaque modèle 3D, deux vues frontales sont disponibles, la première avec une expres-

sion neutre et la deuxième avec un sourire. Les correspondances sont connues. Avant de se poser

la question de la qualité d’un algorithme en particulier, ilfaut d’abord étudier la pertinence de la

description. En effet, si l’on fait un classement des plus proches modèles par rapport à une image

donnée, il est fortement souhaitable que le meilleur modèledécrive la même personne. Nous consta-

tons que si l’on utilise la totalité des sommets de chaque graphe, alors ceci n’est pas toujours le cas.

Par conséquent, on peut se tromper de la personne, même si l’on a le résultat optimal numérique.

Toutefois, si l’on considère uniquement les sous-graphes composés des premiers neuf nœuds dans

l’ordre donné, alors la personne peut être identifiée correctement dans tous les cas (pour cette base)

si son expression est neutre. Si la personne sourit, cela devient moins pertinent.

Nous effectuons deux tests séparés. La différenciation se fait selon l’existence d’une correspon-

dance réelle entre les images associées aux graphes. Les cassont nommés par conséquent positifs,

si les graphes correspondent à la même personne et négatifs,sinon.

Notre référence est l’algorithme A* (Berretti et al., 2001)qui garantit l’optimalité de résultats.

Il est très rapide dans le cas positif, où les distances sont très petites. Dans le cas négatif, il converge

beaucoup plus lentement du fait de la distance qui conduit à des seuils internes plus élevés. Dans

le cas positif, 90% des exécutions se terminent dans un délaitrès court. Cependant, le temps de

convergence des 10% restants est très variable. Dans le cas négatif, la variance du temps est beaucoup

plus élevée.

La précision des approches génétiques est de 100%, avec 30 tests lancés par paire (2D/3D) :

parmi environ 2000 exécutions indépendantes faites par opérateur, nous n’avons pas constaté une

seule erreur. Les figures suivantes (7.2 à 7.6, p. 151 à 153) illustrent les résultats avec une sélection

des différents opérateurs. Nous constatons que les temps decalcul sont très faibles, de l’ordre de 50

millisecondes14.

14. Avec cet ordre de grandeur, il est important de vérifier laprécision des mesures de temps utilisées. La précision

de l’horloge dépend du système d’exploitation, Windows XP,par exemple, a une résolution de 15 millisecondes. Nous

avons effectué les tests sous des noyaux Linux fournissant une précision d’une milliseconde. Afin d’éviter toute influence
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FIGURE 7.2 – Images 3D - expression neutre - UOX.
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FIGURE 7.3 – Images 3D - expression neutre - UPBX.
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FIGURE 7.4 – Images 3D - expression neutre - CX.
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FIGURE 7.5 – Images 3D - expression neutre - DPX.
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FIGURE 7.6 – Images 3D - expression souriante - DPX.

7.1.3 COILDel

La base Columbia Object Image Library (COIL) est une base d’images destinée à la reconnais-

sance de formes (Nene et al., 1996). Elle contient 100 objetsdifférents. Chaque objet est photogra-

phié sous tous les angles entre 0◦et 355◦par pas de 5◦. Il y a donc un total de 72 images par objet.

Les objets se trouvent isolés sur les photos sur fond noir. Iln’y a donc pas d’effets d’occlusion et

pas de nécessité d’identifier quel est (et où se trouve) l’objet dans l’image.

Riesen & Bunke (2008) utilisent un détecteur de contours afind’extraire un ensemble de points

de chaque image. Une triangulation de Delaunay connecte parla suite les points afin de former

un graphe. Ce dernier est non orienté et ne contient pas d’étiquettes. Riesen & Bunke utilisent la

distance d’édition de graphes pour déterminer la distance entre deux graphes. Avec un k plus proches

voisins (k-NN) basé sur cette mesure de distance, les auteurs obtiennent une précision de 93,3%. Au

premier regard ceci peut paraître très bon, mais il faut savoir que l’ensemble d’apprentissage contient

tous les objets à intervalles de rotation de 15◦. Si l’on souhaite classer un objet de l’ensemble de test,

on sait qu’il y a exactement le même objet à 5◦et à 10◦de rotation dans l’ensemble d’apprentissage.

Ces deux exemples sont tellement proches de la requête que laprobabilité qu’ils soient les deux

voisins les plus proches est assez élevée, quels que soient les descripteurs visuels et la distance. Si

l’on choisit par exemplek = 3, alors même s’il y a un autre objet plus proche que ces deux exemples,

la classification sera correcte. En pratique, par contre, ilserait intéressant de voir si l’on peut classer

un objet sous la condition qu’il n’existe qu’une seule fois dans la base (avec une rotation arbitraire) ;

gênant la précision, nous avons effectué les tests dans un environnement séquentiel sur un seul processeur.
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FIGURE 7.7 – Histogramme DPX - COILDel.

d’autant plus qu’afin d’exécuter le k-NN, il fauta priori comparer chaque nouvel objet à chaque

objet de la base d’apprentissage. Il est en général possibled’éliminer une partie de ses comparaisons

en structurant la base. Le scénario utilisé nécessite 2400 (moins ce que l’on peut éliminer) calculs

de la distance d’édition de graphe qui est NP-difficile. En revanche, si chaque objet n’existait qu’une

fois, un maximum de 100 comparaisons serait suffisant.

La structure des graphes construits par une méthode de triangulation est fortement perturbée par

des changements de points. Un très léger déplacement d’un point peut mener au changement de

pratiquement tous les arcs autour de lui. Ainsi l’introduction ou la suppression d’un point peut avoir

des effets même sur des points lointains. On peut se poser la question de savoir si un graphe issu

d’une triangulation apporte un gain d’information par rapport à l’ensemble de points sur lequel il

se base. Il est évident qu’une approche structurelle est beaucoup plus adaptée à ce problème qu’une

approche dont les déformations structurelles possibles sont limitées.

Notre objectif est d’étudier le problème d’isomorphisme sur des données réelles. Nous appli-

quons donc notre algorithme sur ce problème, même si sa limitation sur certains changements struc-

turels ne semble pas avantageuse.

Nous utilisons quatre mesures de distance différentes. Dans la première, chaque différence d’arc

(présent-non présent) augmente la distance de un. Dans la deuxième, nous attribuons à chaque arc
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FIGURE 7.8 – Histogramme DPX - COILDel - cas isomorphes.

la distance euclidienne entre les sommets qu’il connecte. La troisième distance prend en compte les

coordonnées des sommets et en calcule la distance euclidienne. La dernière est une somme pondérée

de la deuxième et de la troisième.

Nous nous intéressons surtout à la question de savoir si l’onretrouve la bonne distance entre

deux graphes de la base donnés et non à la précision d’une éventuelle classification qui serait l’étape

suivante. D’abord, il faut noter que, dans la base, il n’y a pas de graphes exactement isomorphes,

sauf quand on compare un graphe à lui-même, et que nous ne possédons pas de valeurs de référence :

les distances sonta priori inconnues. L’application d’une méthode exhaustive afin de les déterminer

prendrait trop de temps, étant donné la taille de graphes (enmoyenne 21 sommets avec un maximum

de 77). Nous prenons donc la meilleure valeur trouvée pour une paire de graphes parmi les 30

exécutions de l’algorithme comme référence. Ceci ne donne pas de garantie sur l’optimalité mais il

est probable que, si cette valeur est trouvée souvent, elle est la bonne. La précision par défaut est

alors1/30, ce qui ne veut pas dire que les solutions trouvées sont réellement exactes. Par contre, si

l’on n’arrive même pas à retrouver le même optimum lors de plusieurs exécutions, on peut conclure

que l’algorithme fonctionne mal sur ce problème. Pour limiter le temps de calcul, nous effectuons les

tests préliminaires uniquement sur les images qui se trouvent dans l’ensemble d’apprentissage, défini

par Riesen & Bunke, pour un seul objet. Au total nous effectuons 9000 exécutions de l’algorithme.

La figure 7.7 montre l’histogramme de la précision globale enfonction du temps, plus précisé-

ment en fonction du nombre d’appels à la fonction d’évaluation. Nous constatons que la précision

reste très faible malgré un temps considérable donné à l’algorithme (100 millions d’évaluations de la

fonction d’évaluation, ce qui prend autour de 20h sur 8 processeurs par mesure, donc plus de 500h
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de temps de calcul pour un processeur). Le résultat obtenu est similaire à celui d’une recherche

uniforme pour des graphes sans attributs. La meilleure performance (sur un niveau de précision tou-

jours très faible) est obtenue avec la distance euclidienneentre les coordonnées des sommets. Quant

aux mesures utilisant des attributs sur les arcs, elles se trouvent entre les deux. En général, on peut

conclure que les différences de structure évitent la convergence, surtout en combinaison avec une

fonction d’évaluation ayant de nombreux optima locaux dispersés dans l’espace (les triangulations

sont très sensibles au bruit). Aussi, au lieu d’exécuter notre algorithme génétique sur un graphe créé

de cette façon, il apparaît préférable d’effectuer directement l’alignement entre les points.

En ce qui concerne les cas dont la distance est zéro, c’est-à-dire les graphes identiques, alors la

précision atteint 100%, si l’on prend en compte les attributs de sommets. Le temps de convergence

a aussi un ordre de grandeur beaucoup plus petit que dans le cas précédent. Si l’on n’utilise que les

attributs d’arcs, alors il reste 20% des cas où la solution n’est pas trouvée. La distance sans attributs,

l’algorithme ne converge toujours pas.

7.2 Molécules

Nous mettons en œuvre notre algorithme sur une base de molécules. Il s’agit d’une base publique

du National Cancer Institutecontenant des composés chimiques qui sont susceptibles d’avoir des

effets positifs pour la lutte contre le SIDA. Les données sont sous la forme d’un fichier au format

MDL SDFILE. Cette base contient 42687 molécules avec des tailles entre 2 et 438 atomes. La

taille moyenne est de 45,7 atomes. Le problème ici est celui d’un isomorphisme de graphes exact,

c’est-à-dire que, dès qu’un élément ou une liaison diffère,cela entraîne un changement brusque des

propriétés de la molécule.

Avant de passer à la résolution du problème de l’isomorphisme de graphes, nous pouvons ex-

ploiter certaines caractéristiques des molécules. Les attributs des sommets ainsi que ceux des arêtes

appartiennent à un domaine discret et fini : les sommets sont des éléments chimiques ; leurs liaisons

sont décrites par des nombres entiers généralement petits.

7.2.1 Filtrage par signature

Nous effectuons un filtrage préalable basé sur la comparaison des signatures des molécules.

La signature atomique comporte uniquement le nombre de sommets de chaque élément chimique

(l’ordre étant donné par le tableau périodique des éléments). Nous obtenons par exemple 2H1O et

C1O2 pour l’eau et le dioxyde de carbone respectivement. Si deux molécules n’ont pas la même

signature, alors elles ne peuvent pas être isomorphes. Dansle cas contraire, il faut toutefois procéder

à l’appariement structurel. Nous avons obtenu 27381 signatures différentes. Le tableau 7.1 montre

en détail la distribution des molécules selon leurs signatures. On construit des groupes contenant les
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molécules de même signature, le tableau indique le nombre degroupes de chaque taille : ainsi avec

la signature atomique, on obtient 20370 groupes à une molécule soit 20370 molécules qui peuvent

être identifiées directement et pour lesquelles la signature est un critère suffisant. Par contre, on

observe aussi 3846 groupes à deux molécules, c’est-à-dire 3846 signatures pour lesquelles deux

molécules possibles sont à tester, 1382 groupes à trois molécules, pour lesquelles trois possibilités

sont à tester, etc. Le nombre maximal de molécules de même signature est 20. Par conséquent, il

n’est jamais nécessaire d’effectuer plus de 20 comparaisons structurelles pour identifier une mo-

lécule (ou décider qu’elle n’est pas encore présente dans labase). En fait, sans l’extraction d’une

signature, quand les molécules sont filtrées par leur tailleuniquement, le nombre d’appariements

nécessaires dépasse mille selon la taille (cf. la deuxième colonne du Tab. 7.2, p. 161). Aussi les

graphes les plus grands nécessitent moins de comparaisons :par exemple les groupes avec le plus

grand graphe sont (taille de graphes, nombre de graphes ayant une signature atomique identique) :

(245,3),(228,2),(221,2),(217,3),(216,2),(205,2). La totalité des groupes contenant au moins dix mo-

lécules comporte des molécules entre 22 et 69 atomes.

Il est possible de rendre la signature plus pertinente en utilisant plus d’informations sur les

sommets que l’élément chimique. L’idée générale est de substituer aux étiquettes de sommets des

étiquettes plus discriminantes. Aussi, dans l’algorithmeNauty15 de McKay (1981) un ordonnance-

ment des sommets basés sur ces nouvelles étiquettes est utilisé. Les principales informations que

l’on peut utiliser pour enrichir les étiquettes sont les étiquettes des arêtes incidentes ainsi que les

étiquettes des sommets voisins. Zampelli et al. (2007) proposent de renforcer l’étiquetage en regar-

dant les étiquettes des voisins dans un rayon plus grand : au lieu de prendre en compte uniquement

les voisins directs, ils prennent en compte tous les sommetsayant au maximum une distanceα du

sommet donné.

Nous proposons deux étiquetages de ce type, qui mènent à la signature cumulée et la signa-

ture binaire respectivement. Les étiquettes se calculent àpartir de l’élément chimique et du degré,

c’est-à-dire le nombre de liaisons partant de cet atome. Si l’on considère uniquement les liaisons

covalentes qui sont les plus courantes dans des molécules (une exception étant par exemple les

cycles aromatiques), il existe des liaisons doubles et des liaisons triples. Le nombre total de liai-

sons dépend le plus souvent des propriétés chimiques de l’atome uniquement et n’apporte donc pas

d’information complémentaire. Un étiquetage par le degré sous forme du nombre total de liaisons

(la signature cumulée) ne peut donc pas (sauf exceptions) beaucoup améliorer le filtrage. Si l’on

suppose par contre un étiquetage qui compte les atomes auxquels l’atome est connecté directement

(que l’on appelle signature binaire car les liaisons sont binarisées), ceci peut différer pour un même

atome, car il change de valeur selon la structure. L’acide éthanoïque (cf. Fig. 7.9, p. 158) contient

deux carbones et deux oxygènes. Le nombre total de liaisons est quatre pour les carbones et deux

pour les oxygènes (chiffres en index sur la partie gauche). Par conséquent, nous ne pouvons pas

15. Disponible à l’adresse : http ://cs.anu.edu.au/ bdm/nauty/.
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distinguer entre les deux atomes de carbone avec ce degré. Par contre, si l’on utilise le nombre des

voisins, c’est-à-dire si l’on compte uniquement s’il y a uneliaison d’un type quelconque ou non,

alors les atomes deviennent discernables. Les valeurs (4 et3 respectivement) sont données en index

du symbole chimique sur la partie droite.

FIGURE 7.9 – Acide éthanoïque (acétique).

Filtrage par signature

Nous examinons par la suite jusqu’à quel point le filtrage de la base est possible avec les diffé-

rentes signatures. Le tableau 7.1 illustre le nombre de groupes répartis selon leur taille. La première

ligne contient notamment le nombre de molécules qui peuventêtre identifiées directement par la si-

gnature. La deuxième ligne contient le nombre de paires de molécules qui ne sont pas distinguables,

etc. Nous constatons que même avec la signature qui mène au filtrage le plus faible, aucune molé-

cule ne nécessite plus de 20 comparaisons. La signature cumulée améliore légèrement le filtrage.

Quant à la signature binaire, le nombre de molécules détectées directement augmente de 50% et la

taille maximale d’un groupe se réduit à 14. La dernière lignedu tableau donne le nombre moyen de

comparaisons à faire par molécule (et non par groupe). Il faut noter que même si la signature de la

molécule est unique, nous considérons que l’appariement est quand même nécessaire, car il pourrait

s’agir d’une molécule inconnue dans la base.

7.2.2 Approche par couleur

Les mêmes idées appliquées afin de filtrer la base et réduire lenombre d’appariements à effectuer

peuvent être utilisées pour réduire l’espace de recherche du calcul de l’appariement en soi. Ceci

permet alors de réduire le temps de calcul de l’appariement lui-même. En effet, dans la procédure de

recherche nous pouvons utiliser les étiquettes afin de formuler des contraintes dures (parce que nous

nous situons dans un cas exact) : intuitivement, un atome du type A ne peut être apparié qu’avec un

atome du même type.

Le tableau 7.2 montre la réduction de l’espace de recherche que l’on obtient sur la base. Pour

donner un exemple : la taille de l’espace de recherche pour l’appariement de la molécule de l’acide

éthanoïque dont la taille est 8, sans utilisation d’étiquettes, est8! = 40320. Il existe donc 40320

appariements possibles. Quand on introduit la contrainte d’apparier uniquement les mêmes atomes,

le nombre d’appariements diminue à4!2!2! = 96.
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On peut encore faciliter la recherche en utilisant des caractéristiques plus discriminantes comme

contraintes, comme dans les signatures binaires. L’étiquetage par degré binaire arrive à discriminer

les deux C ainsi que les deux O, il n’y a que4!1!1!1!1! = 24 appariements possibles. Par contre,

l’espace de recherche reste le même pour l’étiquetage par degré cumulé parce que l’on ne distingue

pas les atomes O et C.

Nous calculons la taille de l’espace de recherche pour chaque atome afin de déduire un résumé

pratique sur la base. Pour chaque étiquetage la taille minimale, moyenne et maximale de l’espace

de recherche sont indiquées dans le tableau 7.2. Selon la réduction apportée, les trois étiquetages

sont dans l’ordre suivant : signature atomique, signature cumulée, signature binaire. Néanmoins, le

nombre d’appariements minimal de l’étiquetage cumulé est parfois inférieur à celui de l’étiquetage

binaire, notamment pour les tailles 30, 50, 60 et 80. Quant à la moyenne et au maximum, ceci n’est

pas le cas. Il existe alors des molécules qui peuvent être mieux différenciées avec le degré cumulé

qu’avec le degré binaire. Il s’agit probablement de molécules ayant des liaisons spécifiques non

covalentes. Comme elles sont assez rares, l’influence sur l’ensemble est négligeable.
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Taille de Nombre de groupes

groupes Signature atomique Signature cumulée Signature binaire

1 20370 22322 31168

2 3846 3728 3557

3 1382 1260 795

4 670 593 222

5 375 328 111

6 251 227 41

7 157 137 17

8 110 88 5

9 76 64 7

10 45 36 6

11 29 26 1

12 25 19 2

13 14 13 0

14 8 7 1

15 6 5 0

16 2 3 0

17 5 5 0

18 6 5 0

19 3 3 0

20 1 1 0

Moyenne 2.82 2.61 1.48

Tableau 7.1 – Distribution des molécules selon leurs signatures : nombre de groupes de molécules

de même signature de chaque taille de groupe. La moyenne correspond au nombre moyen de com-

paraisons qu’il faut effectuer pour vérifier si la molécule est dans la base.
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Taille Nombre Signature atomique Signature cumulée Signature binaire
min moy max min moy max min moy max

10 21 3,63E006 7,20E001 2,18E003 1,73E0047,20E001 2,17E003 1,73E0041,20E001 2,59E002 1,44E003
20 389 2,43E018 4,15E005 3,18E014 1,22E0174,15E004 4,43E010 1,61E0124,15E004 2,21E010 1,61E012
30 1144 2,65E032 9,93E014 2,26E024 2,42E0271,79E009 4,74E021 1,82E0246,69E010 8,96E020 4,41E023
40 1118 8,16E047 1,97E023 5,31E035 3,79E0387,93E021 5,78E033 5,41E0355,21E019 1,97E033 5,41E035
50 798 3,04E064 3,15E034 4,03E049 1,61E0528,07E022 9,75E046 3,23E0491,76E028 2,60E046 1,14E049
60 448 8,32E081 8,65E046 1,50E062 2,67E0643,38E035 1,50E062 2,67E0641,43E037 2,83E061 2,54E063
70 238 1,20E100 2,08E058 3,00E086 7,14E0881,05E055 8,26E076 1,24E0791,17E050 6,53E076 1,24E079
80 114 7,16E118 1,37E071 1,29E092 6,59E0931,27E059 1,29E092 6,59E0931,85E062 3,79E089 3,57E091
90 76 1,49E138 7,72E088 9,38E106 6,68E1086,60E086 9,38E106 6,68E1082,02E081 3,01E101 1,66E103

100 35 9,33E157 3,99E103 1,06E120 2,10E1213,99E103 1,06E120 2,10E1212,13E092 2,79E116 8,46E117
110 32 1,59E178 2,11E125 1,26E143 4,05E1443,77E123 1,26E143 4,05E1443,51E110 2,81E135 8,85E136
120 31 6,69E198 4,87E135 1,49E158 4,62E1594,87E135 1,49E158 4,62E1591,22E118 2,01E154 6,23E155
130 18 6,47E219 1,79E150 3,29E172 4,18E1731,79E150 3,29E172 4,18E1731,14E132 2,62E170 4,71E171
140 9 1,35E241 9,82E173 1,03E191 8,06E1919,82E173 1,03E191 8,06E1917,63E155 9,55E178 8,60E179
150 6 5,71E262 6,35E181 9,46E200 3,85E2016,35E181 9,46E200 3,85E2015,50E160 3,61E183 1,81E184
160 6 4,71E284 2,62E208 3,55E219 1,63E2202,62E208 3,55E219 1,63E2201,19E189 5,52E215 1,66E216
170 3 7,26E306 8,11E218 9,75E235 2,93E2368,11E218 9,75E235 2,93E2362,68E196 9,75E235 2,93E236
180 3 2,01E329 2,35E242 2,07E245 3,10E2452,35E242 2,07E245 3,10E2451,21E219 1,53E224 2,30E224
190 2 9,68E351 2,49E271 2,36E289 4,73E2892,49E271 2,36E289 4,73E2891,32E249 3,02E268 6,05E268
200 2 7,89E374 1,49E269 9,20E278 1,84E2794,97E268 9,20E278 1,84E2794,65E242 2,77E254 5,53E254
210 2 1,06E398 4,17E299 1,23E307 2,46E3074,17E299 1,23E307 2,46E3076,12E279 1,25E294 2,49E294
220 1 2,28E421 4,31E323 4,31E323 4,31E3234,31E323 4,31E323 4,31E3233,05E304 3,05E304 3,05E304
230 1 7,76E444 1,06E334 1,06E334 1,06E3341,06E334 1,06E334 1,06E3345,95E310 5,95E310 5,95E310
250 1 3,23E492 1,10E366 1,10E366 1,10E3661,10E366 1,10E366 1,10E3661,24E339 1,24E339 1,24E339
390 1 6,84E842 9,51E648 9,51E648 9,51E6489,51E648 9,51E648 9,51E6487,86E589 7,86E589 7,86E589

Tableau 7.2 – Comparaison de la taille de l’espace de recherche en utilisant les différentes signatures.
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FIGURE 7.10 – Appariement de molécules isomorphes en utilisant desdifférentes signatures.

Nous examinons par la suite l’effet de l’étiquetage en combinaison avec notre algorithme géné-

tique. Nous utilisons toutes les molécules de taille 22. Le choix est basé sur le nombre de molécules

similaires après le filtrage par signature. En effet, la basecontient plus de mille molécules de taille

22. Par la suite, il y a un nombre suffisant de molécules non-filtrables même quand on utilise la si-

gnature la plus discriminante (la signature binaire). Nousdistinguons le cas positif et le cas négatif.

Il s’agit du cas positif si les molécules à apparier sont isomorphes (exactement). En pratique, on

apparie une molécule avec elle-même. Dans le cas négatif, les molécules ne sont pas isomorphes,

mais l’appariement est nécessaire car les signatures sont identiques. C’est en effet dans ce cas que

nous avons besoin d’un nombre assez grand de molécules ayantla même taille (et la même signa-

ture). Beaucoup d’algorithmes montrent un comportement différent selon le cas positif ou négatif,

en particulier l’A*. Le cas négatif est beaucoup plus complexe. Les résultats avec l’opérateur UPBX

sont donnés dans la figure 7.10 (cas positif) et la figure 7.11 (cas négatif).

Il faut noter que si l’on se trouve dans le cas inexact, et on cherche à calculer une distance, il

est possible, selon la définition du coût d’une substitution, que l’alignement d’un atome de type A

avec un atome de type B donne une distance inférieure que celle obtenue si l’on respecte les types

d’atomes. Dans un tel cas, le filtrage par signature et l’approche par couleur excluent l’appariement

optimal. Par conséquent, les valeurs des distances« optimales» peuvent différer selon le type de

signature.
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FIGURE 7.11 – Appariement de molécules non isomorphes en utilisantdes différentes signatures.

7.3 Bilan

Dans ce chapitre, nous avons illustré trois applications concrètes de notre algorithme. Nous

constatons des grandes différences dans les performances.En fait, il s’agit de trois problèmes très

différents. Quant à l’application de l’identification de personnes basée sur des modèles en trois

dimensions, nous nous situons dans un contexte d’isomorphisme inexact de sous-graphes. Il y a très

peu de perturbations structurelles, mais des perturbations importantes au niveau des attributs. Dans

ce cas, notre algorithme montre des très bonnes performances.

Dans l’application sur la base COIL-Del, les graphes sont soumis à des perturbations structu-

relles importantes mais n’onta priori pas d’attributs. Dans ce cas, nous observons des performances

assez faibles. Toutefois, il est possible d’augmenter la précision en introduisant des attributs tels que

la distance entre les points d’intérêt de l’image ou encore leurs coordonnées.

En ce qui concerne les molécules, il s’agit d’un problème d’isomorphisme exact pour des graphes

avec des étiquettes discrètes. Afin de filtrer la base et de restreindre l’espace de recherche, nous in-

troduisons trois types de signatures des sommets. Nous constatons que les résultats sans signatures

sont assez faibles tandis qu’avec les signatures ils deviennent acceptables.

Nous pouvons conclure que notre algorithme peut être appliqué à tous les problèmes d’isomor-

phisme de graphes, soit l’isomorphisme exact ou inexact, soit l’isomorphisme des graphes de même

taille ou l’isomorphisme de sous-graphes. Quant à l’isomorphisme exact, il est important de noter

que, pour ce cas, il existe des méthodes exhaustives bien plus performantes. Les meilleures perfor-
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mances sont obtenues sur des problèmes d’isomorphisme inexact. Notre algorithme n’est dans ce

cas pas sensible aux perturbations des valeurs des étiquettes mais plutôt aux perturbations structu-

relles. Contrairement aux algorithmes de recherche d’arbre, le temps de calcul diffère très peu entre

des cas où les graphes correspondent et des cas où des graphesne correspondent pas. Pour d’autres

méthodes, notamment l’algorithme A*, le temps de calcul estbeaucoup plus élevé dans le deuxième

cas.



Chapitre 8

Conclusion et perspectives

Contribution

Nous avons considéré une approche génétique pour la résolution du problème d’isomorphisme

de graphes. Nous avons réalisé des études à la fois des composants internes de l’algorithme géné-

tique, de leurs interactions et d’autres méthodes. Dans ce cadre, nous avons effectué une compa-

raison exhaustive des opérateurs et étudié plusieurs aspects différents pour améliorer les résultats.

Nous nous sommes intéressés en particulier à la combinaisonavec des heuristiques qui n’entraînent

pas de contraintes spécifiques, dédiées à des applications concrètes. Par conséquent, nous pouvons

appliquer presque toutes les méthodes présentées ici à toutes les applications qui peuvent être modé-

lisées par l’un des quatre problèmes d’appariement de graphes, définis par les quatre combinaisons

possibles des termes opposés exact, inexact et graphe, sous-graphe.

Opérateurs

Nous avons proposé au total cinq nouveaux opérateurs de croisement, deux opérateurs de per-

mutation, PBX et UPBX, et trois opérateurs intelligents, DPX, SDPX et NDPX, qui incluent une

heuristique gloutonne. Nous avons mené une étude complète et exhaustive pour le paramétrage,

compris au sens large et incluant le type de moteur d’évolution, de ces opérateurs ainsi que pour les

opérateurs existants afin de pouvoir les comparer entre eux.En effet, les paramètres optimaux ainsi

que la sensibilité à leur égard changent selon l’opérateur.

Nous avons montré que les opérateurs proposés ont des performances qualitativement et quanti-

tativement supérieures à celles des autres opérateurs. Parmi les opérateurs proposés, les opérateurs

intelligents fournissent les meilleurs résultats.

Nous avons réalisé une étude complémentaire sur la mutation, dans laquelle nous avons montré

que l’application d’une mutation plus perturbatrice au lieu d’une mutation élémentaire n’améliore

guère les résultats.

165
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Algorithme mémétique

Afin d’augmenter le taux de succès pratique et de permettre à l’algorithme génétique d’exploi-

ter les solutions prometteuses, nous avons étudié sa combinaison avec une heuristique de recherche

locale. Il est généralement admis que les algorithmes génétiques profitent de l’intégration d’heuris-

tiques spécialisées au problème donné. Les expériences exhaustives que nous avons menées sur une

heuristique particulière ont permis de souligner que celle-ci peut effectivement améliorer la préci-

sion pour certains opérateurs, mais aussi réduire le temps de calcul, en particulier en combinaison

avec les opérateurs intelligents.

Parallélisation

Nous avons également réalisé une implémentation parallèlede l’algorithme dans le but d’accé-

lérer l’exécution. Le gain, estimé comme assez limité en théorie, s’est avéré plus limité encore dans

la pratique, en particulier en ce qui concerne les appariements de graphes de petite taille. On peut

pourtant profiter des avantages de la parallélisation lorsque la complexité du problème augmente.

Garantie du résultat optimal

La garantie de l’optimalité des résultats est un aspect plusthéorique par rapport à ce qui précède.

Nous avons proposé d’abord des stratégies qui peuvent accélérer l’algorithme A*, avant de proposer

la combinaison de ce dernier avec notre approche évolutionnaire. L’algorithme génétique sert alors à

fournir une première bonne estimation pour l’algorithme derecherche exhaustive qui vérifie ensuite

s’il existe encore une meilleure solution. Nous avons montré que le temps de calcul de cette approche

hybride est inférieur à celui de l’approche A* seule. L’approche hybride n’est que très légèrement

plus lente que l’algorithme génétique.

Applications

Enfin, nous avons testé notre algorithme sur trois applications représentant différents aspects du

problème d’isomorphisme de graphes afin de démontrer effectivement sa généralité. Nous l’avons

comparé en particulier avec l’algorithme A* sur des graphesdécrivant des modèles faciaux. Nous

avons aussi montré que l’algorithme génétique fournit des résultats supérieurs à ce dernier, en termes

de taille de graphes que l’on peut traiter ainsi qu’en termesde temps de calcul pour une application

réelle avec des petit graphes, bien que ces derniers aient dûfavoriser A*.

Pour de nombreux algorithmes, dont A*, on observe une incohérence entre le cas où l’on ap-

parie deux graphes correspondants au même objet et le cas où l’on apparie deux graphes provenant

d’objets différents (match timeetno match time). Pour les approches exhaustives comme A*, ce der-

nier cas est généralement beaucoup plus difficile et le tempsde calcul est largement supérieur. Nous
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constatons que notre approche ne montre pas de sensibilité àce propos, à l’exception des opérateurs

de croisement intelligents pour lesquels nous observons une augmentation très faible du temps de

calcul dans le cas négatif, mais qui reste négligeable par rapport à celui de A*.

Perspectives

Nos travaux ouvrent des perspectives vers trois directionsprincipales que nous détaillons ci-

dessous. Premièrement, à un niveau applicatif, on peut s’interroger sur la pertinence et les particu-

larités de la description des différents types de données sous forme de graphes. Deuxièmement, il

serait avantageux d’approfondir les combinaisons et interactions entre les différents aspects évoqués,

et isolément d’y inclure des méthodes adaptatives. Enfin, l’étude d’une généralisation additionnelle

de notre approche sur les appariements multivoques permettrait de traiter des problèmes plus com-

plexes encore.

Pertinence de la représentation des données

Nous avons constaté, dans le cas de l’appariement d’images en deux dimensions avec des mo-

dèles en trois dimensions, que les modèles de graphes sont aujourd’hui assez réduits afin de pouvoir

résoudre les problèmes associés avec les algorithmes actuels. De plus, il s’avère que le modèle qui

correspond à la plus petite distance entre les graphes de visages ne correspond pas toujours à la

même personne, ce qui pose un problème d’importance. Une solution peut consister à augmenter

l’expressivité de la représentation. En général, cela augmente le coût du calcul.

Les travaux que nous avons menés ont permis de définir un outilperformant pour traiter effi-

cacement des graphes plus grands. Cependant, en même temps que l’on augmente l’expressivité,

on risque de perdre en généralité, car les descriptions deviennent de plus en plus dépendantes de

l’application concrète. De plus, les effets du bruit s’accentuent sur des modèles de granularité de

plus en plus fine. Il serait donc avantageux d’étudier en détail toute la chaîne de la représentation

afin de s’assurer de la pertinence de la représentation obtenue. Il serait particulièrement intéressant

d’appliquer des méthodes d’apprentissage pour déterminerles paramètres de la fonction à optimiser.

Dans un cadre applicatif il s’agit en particulier des coûts et poids associés à la correction d’erreurs

aux niveaux des attributs et de la structure du graphe.

Interactions et adaptivité

Nous avons observé que, dans un algorithme génétique, toutes les parties, comme par exemple

les opérateurs et la recherche locale, interagissent.
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Expérimentations complémentaires En particulier, les interactions entre la recherche localeet

les différents opérateurs de croisement méritent une analyse plus approfondie.

En ce qui concerne la stratégie de parallélisation, nous avons choisi la stratégie maître-esclave

afin de limiter les interactions avec les autres parties de l’algorithme. Une approche différente,

comme par exemple le modèle en îlots, change les propriétés de l’algorithme évolutionnaire sur

lequel il est basé et peut améliorer les résultats. Dans ce cas, une révision des méthodes de recherche

locale et des opérateurs utilisés pourrait mener à des résultats intéressants.

Des études plus approfondies sont également envisageablesen ce qui concerne le critère d’arrêt

et des stratégies de sélection autres que la sélection par tournoi. Enfin, nous aimerions comparer

notre approche avec les résultats d’autres méta-heuristiques comme les colonies de fourmis, qui ont

été utilisées pour résoudre le problème d’isomorphisme de graphes.

Adaptivité Il nous paraît particulièrement intéressant de combiner larecherche locale avec la mu-

tationscramblecar les deux approches sont complémentaires. La recherche locale exploite les solu-

tions trouvées, tandis que la mutationscramblepermet une exploration plus dispersée que la muta-

tion d’échange.

Une autre piste est l’utilisation d’un algorithme adaptatif dont le comportement change selon

les différentes étapes d’exécution. Il existe par exemple des stratégies de contrôle de paramètres en

fonction des mesures dynamiques de la population, comme parexemple celle de sa diversité.

Dans ce cadre, on pourrait, par exemple, adapter le type de mutation ainsi que, s’il s’agit de

la mutationscramble, son paramètre. Si la diversité est faible, alors on utilisera une mutation plus

perturbatrice afin de l’augmenter. Dans le cas contraire, onutilisera la mutation d’échange afin de

mieux exploiter localement les environs des individus. Ce choix pourrait également être effectué au

niveau local, plutôt que global, en regardant au lieu de la diversité le nombre d’individus dans le

voisinage proche de l’individu qui subit la mutation. S’il existe de nombreux autres individus dans

ce voisinage, alors il est plus pertinent d’appliquer plus de perturbations pour explorer une autre

partie de l’espace de recherche.

Généralisation à des appariements multivoques

Bien que notre approche soit robuste aux perturbations d’attributs comme nous l’avons observé

dans le cadre de l’application aux images en trois dimensions, elle est sensible aux perturbations

structurelles comme nous l’avons constaté dans les applications aux images de la base COIL et aux

molécules. Il existe même d’autres perturbations comme parexemple celle des effets de granularité.

En effet, dans de nombreuses applications, les graphes sontextraits automatiquement à partir de

données du domaine. Ainsi, dans le domaine des images, ils sont obtenus à partir de méthodes

de segmentation automatique. Ces méthodes ne fournissent pas des résultats parfaits, ce qui peut
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mener, dans le cas d’images, à des effets de sous ou sur-segmentation. Dans d’autres domaines, on

peut également trouver des descriptions à différents niveaux de granularité.

Une piste intéressante pour augmenter la robustesse à tous ces changements est l’étude des ap-

pariements multivoques. Ces derniers permettent d’apparier un sommet à plusieurs autres sommets.

Par conséquent, il ne s’agit pas d’une injection comme dans le cadre des appariements univoques.

La représentation par permutation ne pouvant donc être appliquée, d’autres représentations doivent

être recherchées pour ce type de problème, mais généralement le changement de la représentation

entraîne le changement de tous les opérateurs génétiques. Néanmoins, nous pouvons constater dans

l’état de l’art que, dans le domaine des algorithmes génétiques, une meilleure représentation mène

souvent à des résultats largement supérieurs et que ceci constitue donc une voie prometteuse.

Dans un premier temps, on pourrait étudier l’ajout d’une étape complémentaire de prétraitement

qui identifierait les perturbations possibles, notamment la fusion et la division de sommets mais aussi

la substitution d’arêtes. Comme l’identification de ces perturbations peut être un autre problème

d’optimisation lié à l’isomorphisme, l’application d’unestratégie co-évolutionnaire combinant notre

approche actuelle avec une méthode génétique qui optimiserait le coût des perturbations semble une

voie prometteuse. Celle-ci permettrait en effet de conserver la représentation des permutations par

le chromosome modélisant l’appariement univoque, tandis que les relations multivoques seraient

traitées par le second chromosome.
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Annexe A

Sensibilité au bruit des paramètres

A.1 Moteur générationnel

A.1.1 Bruit uniforme
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FIGURE A.1 – Sensibilité au bruit uniforme des paramètres du CX dansun moteur générationnel.
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FIGURE A.2 – Sensibilité au bruit uniforme des paramètres du PMX dans un moteur générationnel.
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FIGURE A.3 – Sensibilité au bruit uniforme des paramètres du UPMX dans un moteur générationnel.
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FIGURE A.4 – Sensibilité au bruit uniforme des paramètres du PBX dans un moteur générationnel.
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FIGURE A.5 – Sensibilité au bruit uniforme des paramètres du UPBX dans un moteur générationnel.
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FIGURE A.6 – Sensibilité au bruit uniforme des paramètres du UOX dans un moteur générationnel.
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FIGURE A.7 – Sensibilité au bruit uniforme des paramètres du DPX dans un moteur générationnel.
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FIGURE A.8 – Sensibilité au bruit uniforme des paramètres du SDPX dans un moteur générationnel.
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FIGURE A.9 – Sensibilité au bruit uniforme des paramètres du NDPX dans un moteur générationnel.
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A.1.2 Bruit gaussien
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FIGURE A.10 – Sensibilité au bruit gaussien des paramètres du CX dans un moteur générationnel.
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FIGURE A.11 – Sensibilité au bruit gaussien des paramètres du PMX dans un moteur générationnel.
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FIGURE A.12 – Sensibilité au bruit gaussien des paramètres du UPMX dans un moteur génération-

nel.
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FIGURE A.13 – Sensibilité au bruit gaussien des paramètres du PBX dans un moteur générationnel.
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FIGURE A.14 – Sensibilité au bruit gaussien des paramètres du UPBX dans un moteur générationnel.
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FIGURE A.15 – Sensibilité au bruit gaussien des paramètres du UOX dans un moteur générationnel.
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FIGURE A.16 – Sensibilité au bruit gaussien des paramètres du DPX dans un moteur générationnel.
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FIGURE A.17 – Sensibilité au bruit gaussien des paramètres du SDPX dans un moteur générationnel.
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FIGURE A.18 – Sensibilité au bruit gaussien des paramètres du NDPX dans un moteur générationnel.
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A.2 Moteur steady-state

A.2.1 Bruit uniforme

 

 

Bruit unif. 10
Bruit unif. 8
Bruit unif. 6
Bruit unif. 4
Bruit unif. 2
Bruit unif. 0

SSGA - CX - 40 sommets - Mutation 0.6

Taille de la population (en dizaines)

N
om

br
e

d’
ap

pe
ls

à
la

fo
nc

tio
n

d’
év

al
ua

tio
n

Ta
ux

de
su

cc
ès

1 1.5 2 2.5 3 4 5 6 7 8 9 10 12 14 16 18 20 25 30 40 50 60 70 100

×105

0

1

2

3

4

5

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

 

 

Bruit unif. 10
Bruit unif. 8
Bruit unif. 6
Bruit unif. 4
Bruit unif. 2
Bruit unif. 0

SSGA - CX - 40 sommets - Population 700

Probabilité de mutation en pourcentage

N
om

br
e

d’
ap

pe
ls

à
la

fo
nc

tio
n

d’
év

al
ua

tio
n

Ta
ux

de
su

cc
ès

0.1 1 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 20 25 30 40 50 60 70

×105

0

1

2

3

4

5

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

FIGURE A.19 – Sensibilité au bruit uniforme des paramètres du CX dans un moteursteady-state.
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FIGURE A.20 – Sensibilité au bruit uniforme des paramètres du PMX dans un moteursteady-state.
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FIGURE A.21 – Sensibilité au bruit uniforme des paramètres du UPMX dans un moteursteady-state.



212 ANNEXE A. SENSIBILITÉ AU BRUIT DES PARAMÈTRES

 

 

Bruit unif. 10
Bruit unif. 8
Bruit unif. 6
Bruit unif. 4
Bruit unif. 2
Bruit unif. 0

SSGA - PBX - 40 sommets - Mutation 0.3

Taille de la population (en dizaines)

N
om

br
e

d’
ap

pe
ls

à
la

fo
nc

tio
n

d’
év

al
ua

tio
n

Ta
ux

de
su

cc
ès

1 1.5 2 2.5 3 4 5 6 7 8 9 10 12 14 16 18 20 25 30 40 50 60 70 100

×105

0

1

2

3

4

5

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

 

 

Bruit unif. 10
Bruit unif. 8
Bruit unif. 6
Bruit unif. 4
Bruit unif. 2
Bruit unif. 0

SSGA - PBX - 40 sommets - Population 300

Probabilité de mutation en pourcentage

N
om

br
e

d’
ap

pe
ls

à
la

fo
nc

tio
n

d’
év

al
ua

tio
n

Ta
ux

de
su

cc
ès

0.1 1 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 20 25 30 40 50 60 70

×105

0

1

2

3

4

5

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

FIGURE A.22 – Sensibilité au bruit uniforme des paramètres du PBX dans un moteursteady-state.
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FIGURE A.23 – Sensibilité au bruit uniforme des paramètres du UPBX dans un moteursteady-state.
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FIGURE A.24 – Sensibilité au bruit uniforme des paramètres du UOX dans un moteursteady-state.
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FIGURE A.25 – Sensibilité au bruit uniforme des paramètres du DPX dans un moteursteady-state.
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FIGURE A.26 – Sensibilité au bruit uniforme des paramètres du SDPX dans un moteursteady-state.
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FIGURE A.27 – Sensibilité au bruit uniforme des paramètres du NDPX dans un moteursteady-state.
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FIGURE A.28 – Sensibilité au bruit gaussien des paramètres du CX dans un moteursteady-state.
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FIGURE A.29 – Sensibilité au bruit gaussien des paramètres du PMX dans un moteursteady-state.
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FIGURE A.30 – Sensibilité au bruit gaussien des paramètres du UPMX dans un moteursteady-state.
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FIGURE A.31 – Sensibilité au bruit gaussien des paramètres du PBX dans un moteursteady-state.
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FIGURE A.32 – Sensibilité au bruit gaussien des paramètres du UPBX dans un moteursteady-state.
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FIGURE A.33 – Sensibilité au bruit gaussien des paramètres du UOX dans un moteursteady-state.
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FIGURE A.34 – Sensibilité au bruit gaussien des paramètres du DPX dans un moteursteady-state.



A.2. MOTEUR STEADY-STATE 225

 

 

Bruit gauss. 10

Bruit gauss. 8

Bruit gauss. 6

Bruit gauss. 4

Bruit gauss. 2

Bruit gauss. 0

SSGA - SDPX - 40 sommets - Mutation 0.25

Taille de la population (en dizaines)

Te
m

ps
de

ca
lc

ul
en

se
co

nd
es

Ta
ux

de
su

cc
ès

1 1.5 2 2.5 3 4 5 6 7 8 9 10 12 14 16 18 20 25 30 40 50 60 70 100
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

 

 

Bruit gauss. 10
Bruit gauss. 8
Bruit gauss. 6
Bruit gauss. 4
Bruit gauss. 2
Bruit gauss. 0

SSGA - SDPX - 40 sommets - Population 15

Probabilité de mutation en pourcentage

Te
m

ps
de

ca
lc

ul
en

se
co

nd
es

Ta
ux

de
su

cc
ès

0.1 1 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 20 25 30 40 50 60 70
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

FIGURE A.35 – Sensibilité au bruit gaussien des paramètres du SDPX dans un moteursteady-state.
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FIGURE A.36 – Sensibilité au bruit gaussien des paramètres du NDPX dans un moteursteady-state.
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FIGURE B.1 – Comparaison des opérateurs avec un moteur générationnel en fonction du temps de

calcul.
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FIGURE B.2 – Comparaison des opérateurs avec un moteur générationnel en fonction du nombre

d’appels à la fonction d’évaluation.
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FIGURE B.3 – Comparaison des opérateurs avec un moteursteady-stateen fonction du temps de

calcul.
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FIGURE B.4 – Comparaison des opérateurs avec un moteursteady-stateen fonction du nombre

d’appels à la fonction d’évaluation.
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Annexe C

Mutation par brassage

C.1 Moteur générationnel
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FIGURE C.1 – Performance du PMX en fonction du paramètre de la mutation par brassage.
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FIGURE C.2 – Performance du UPMX en fonction du paramètre de la mutation par brassage.
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FIGURE C.3 – Performance du PBX en fonction du paramètre de la mutation par brassage.
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FIGURE C.4 – Performance du UPBX en fonction du paramètre de la mutation par brassage.
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FIGURE C.5 – Performance du DPX en fonction du paramètre de la mutation par brassage.
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FIGURE C.6 – Performance du SDPX en fonction du paramètre de la mutation par brassage.
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FIGURE C.7 – Performance du NDPX en fonction du paramètre de la mutation par brassage.
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FIGURE C.8 – Performance du CX en fonction du paramètre de la mutation scramble.
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FIGURE C.9 – Performance du PMX en fonction du paramètre de la mutation scramble.
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FIGURE C.10 – Performance du UPMX en fonction du paramètre de la mutation scramble.
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FIGURE C.11 – Performance du PBX en fonction du paramètre de la mutation scramble.
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FIGURE C.12 – Performance du UPBX en fonction du paramètre de la mutation scramble.
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FIGURE C.13 – Performance du UOX en fonction du paramètre de la mutation scramble.
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FIGURE C.14 – Performance du SDPX en fonction du paramètre de la mutation scramble.
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FIGURE C.15 – Performance du NDPX en fonction du paramètre de la mutation scramble.
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Annexe D

Analyse de la variance (Kruskal-Wallis)

L’analyse de la variance permet d’identifier si les résultats observés d’un processus stochastique

sont significatifs. Etant donné deux ou plusieurs échantillons, l’hypothèseH0 est qu’ils sont iden-

tiques. On calcule la valeurp qui représente la probabilité que l’on obtienne un résultatau moins

aussi extrême que la valeur observée sous l’hypothèseH0. Si cette probabilité est faible, alors le

résultat est statistiquement significatif. Il s’agit donc très probablement de différences réelles entre

les échantillons et non des effets du hasard.

Le test de Kruskal-Wallis est une méthode classique sans paramètre et basée sur l’ordonnance-

ment, qui permet de comparer plus de deux échantillons en même temps. De plus, il ne présuppose

pas une distribution gaussienne des données. En général, onchoisit 1% ou 5% comme seuil de

signifiance. Ce choix est arbitraire mais largement répandu.

Nous effectuons le test de Kruskal-Wallis pour déterminer si les différences observées sont

réelles. En général, nos échantillons sont décrits par deuxvaleurs et non par une seule. Il s’agit

d’une part, du taux de succès et d’autre part du temps de calcul jusqu’à l’obtention de la solution.

Nous utilisons alors deuxp-valeurs,pSR pour le taux de réussite (success rate) et pAES (average

evaluations to success) pour le nombre d’appels à la fonction d’évaluation nécessaires pour atteindre

la solution, respectivementpARS (average runtime to success) si l’on mesure le temps de calcul (no-

tamment pour les opérateurs qui incluent une heuristique gloutonne). Si la valeur dep n’est pas

définie (ceci se produit notamment dans le cas où il n’y a pas devariance dans les échantillons),

nous le signalons par un tiret dans les tableaux. Par exemplesi l’algorithme ne converge jamais ou

s’il converge toujours vers la bonne solution. Nous considérons les résultats comme significatifs, si

l’une des deux valeursp est inférieure au seuil. Si, par exemple, les différences dutaux de succès

sont significatives, alors les résultats sont évidemment différents dans le sens de la précision, même

si la distribution du temps de calcul nécessaire ne montre pas de changement significatif. A l’inverse,

s’il n’y a pas de changement significatif de la précision maisun changement significatif du temps de

calcul, alors le résultat est aussi différent, au sens où lesdeux algorithmes à comparer ont la même
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précision mais non la même complexité.

Nous utilisons des seuils de 1% et 5%. Les expériences qui dépassent ces seuils (et qui ne sont

donc pas forcément statistiquement significatives) sont notées en italique ou en gras respectivement.

Il est important de noter que, dans de nombreux cas, nous évaluons le changement des para-

mètres en continu, par exemple le taux de croisement. Nous effectuons les tests entre deux valeurs

consécutives de ce paramètre. Ce procédé est motivé par le fait que nous ne cherchons pas des

optima globaux (qui sont d’ailleurs pratiquement impossibles à obtenir), mais un optimum local

d’assez bonne qualité. Les intervalles sont choisis arbitrairement en prenant en compte la théorie

existante. En général, la différence entre les résultats augmente avec la largeur de l’intervalle. Une

insignifiance peut donc venir d’un intervalle très court. Cependant, il est possible qu’il y ait une ten-

dance dans une série de valeurs. Lesp-valeurs ne sont pas transitives. On ne peut donc pas conclure

sur des séries. En général, la plupart des différences non significatives apparaissent pour des va-

leurs qui sont éloignées des paramètres optimaux. Dans le cas contraire, comme nous cherchons un

bon paramétrage en sachant qu’il ne sera jamais optimal, nous choisissons la valeur qui donne le

meilleur résultat en sachant qu’il est probablement possible d’ajuster le paramètre un peu sans trop

changer la qualité des résultats. Une conclusion valide de la non-signifiance entre deux bornes d’un

intervalle est qu’il n’est probablement pas nécessaire d’étudier des intervalles plus courts entre ces

deux valeurs, si l’on suppose que la probabilité d’un pic à l’intérieur est assez faible.

Par la suite nous détaillons les résultats non significatifsobservés, la totalité des études se trou-

vant dans les tableaux D.1 à D.19.

D.1 Taille de population

D.1.1 Algorithme générationnel

L’optimum observé pour CX est une population de 400 individus. Les différences entre 300 et

400 (pSR = 0, 025 et pAES = 0, 026) ne sont pas significatives avec le seuil à 1%, mais le sont

pour le seuil à 5%. En ce qui concerne l’opérateur UOX, il n’y apas de différence significative entre

une population de 9 et 10 (pSR = 0, 32 et pAES = 0, 77). Ici, nous avons fait une expérience avec

les intervalles les plus petits possibles. Pour les trois opérateurs qui incluent des heuristiques, les

différences sont non significatives entre l’optimum et seulement une de ses deux valeurs voisines,

pour DPX entre 40 et 50 individus (pSR non défini,pARS = 0, 86), pour SDPX entre 25 et 30 (pSR

non défini,pARS = 0, 12) et pour NDPX entre 25 et 30 (pSR non défini,pARS = 0, 24).

D.1.2 Algorithme steady-state

Seul SDPX montre des différences non significatives entre son optimum et une valeur voisine :

entre 10 et 15 (pSR = 0, 083, pARS = 0, 5).
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D.2 Probabilité de croisement

La probabilité de croisement s’applique uniquement dans lecadre des algorithmes génération-

nels. On peut noter que la granularité des observations entre 95% et 99% est très fine. Par conséquent,

les différences ne sont pas nécessairement significatives.De plus, pour de nombreux opérateurs,

nous avons trouvé l’optimum à 99% et donc au maximum. Notamment, pour PMX les différences

entre 99 et 98 ne sont pas significatives (pSR = 0, 65 et pAES = 0, 97), tandis qu’entre 97 et 98

(pSR = 0, 016 et pAES = 0, 013) elles le sont. Pour UPBX toute la série entre 95% et 99% ne

montre pas de différence significative si l’on utilise le seuil à 1%. Quant au seuil à 5%, la différence

entre 98% et 99% est significative (pSR = 0, 0672 etpAES = 0, 043).

PBX présente un optimum à 96% mais les différences entre 95% et 96% (pSR = 0, 46 etpAES =

0, 53) et celles entre 96% et 97% (pSR = 0, 059 etpAES = 0, 1) ne sont pas significatives. Quand on

regarde les valeurs voisines, elles sont significativementdifférentes : de 97% à 98%,pSR = 0, 48 et

pAES = 0, 0014 ; de 90% à 95%,pSR = 0, 023 etpAES = 1, 1E−15. Pour UPMX nous effectuons

une étude autour de 80% car nous observons un pic autour de cette valeur avec la granularité assez

grossière initiale. Les valeurs sont significativement différentes à l’exception du passage de 80% à

81% dont les p-valeurs sont :pSR = 1 etpAES = 0, 12.

Les croisements qui incluent une stratégie gloutonne ont des caractéristiques particulières :

quand on augmente le taux de croisement, il faut en même tempsdiminuer ou augmenter la taille

de la population selon l’opérateur. Pour DPX, on n’observe aucune différence significative pour les

probabilités entre 20% et 45%

D.3 Probabilité de mutation

D.3.1 Algorithme générationnel

Si l’on utilise le seuil strict (1%), les différences entre 11% et 12% ne sont pas significatives

pour l’opérateur UPMX (pSR = 0, 056 etpAES = 0, 034). De même pour UOX, la différence entre

14% et 15% n’est pas significative (pSR = 0, 71 etpAES = 0, 013). Quand on passe au seuil de 5%,

les différences sont significatives dans les deux cas. En ce qui concerne DPX, les différences ne sont

pas significatives entre 20% et 25% (pSR = 0, 32 etpARS = 0, 069) indépendamment du seuil.

D.3.2 Algorithme steady-state

Pour les algorithmessteady-statela probabilité de mutation n’est pas aussi importante que pour

le moteur générationnel. Par conséquent, des résultats nonsignificatifs sont nombreux. Lesp-valeurs

qui dépassent 1% sont en particulier :
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UPMX : entre 5% et 6% (pSR = 0, 046 et pAES = 0, 81) ; entre 6% et 7% (pSR = 0, 86 et

pAES = 0, 031).

UPBX : entre 5% et 6% (pSR = 0, 78 etpAES = 0, 6) ; entre 6% et 7% (pSR = 1 etpAES = 0, 2).

UOX : entre 6% et 7% (pSR = 0, 27 etpAES = 1).

DPX : entre 20% et 25% (pSR non définie etpARS = 0, 14) ; entre 25% et 30% (pSR non définie

etpARS = 0, 16).

SDPX : entre 25% et 30% (pSR = 0, 32 etpARS = 0, 83).

NDPX : entre 20% et 25% (pSR = 0, 83 et pARS = 0, 62) ; entre 25% et 30% (pSR = 0, 83 et

pARS = 0, 092)

D.4 Autres tests

Les tests qui concernent la comparaison des différents opérateurs (croisement ou mutation),

des différents moteurs d’évolution (GGA-SSGA) sont tous significatifs, à la différence des tests

d’optimisation de paramètres pour un opérateur.

D.5 Tableaux associés
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CX PMX UPMX PBX UPBX
sp pSR pAES pSR pAES pSR pAES pSR pAES pSR pAES

10-15 - - 0 1 6,3E-01 2,1E-04 0 0 0 0
15-20 - - - 0 9,9E-02 6,7E-01 0 0 7,3E-01 4,7E-05
20-25 - - 0 1,0E-09 6,5E-02 6,1E-01 7,5E-03 6,4E-06 9,4E-01 4,6E-01
25-30 - - 0 4,1E-01 9,1E-01 2,6E-03 2,3E-01 2,3E-03 3,1E-03 1,0E-03
30-40 - - 0 7,8E-16 2,6E-03 1,6E-01 1,7E-11 5,1E-08 6,9E-13 2,0E-13
40-50 - - 3,5E-01 9,1E-15 7,5E-11 5,3E-04 1,6E-12 3,2E-11 0 0
50-60 4,6E-03 1 1,0E-07 2,2E-06 3,9E-13 3,7E-11 4,7E-10 2,2E-05 5,8E-15 2,4E-11
60-70 0 9,2E-01 2,9E-12 8,3E-01 0 7,2E-04 9,2E-11 5,7E-01 0 4,8E-03
70-80 0 7,2E-01 2,2E-16 1,1E-04 0 5,3E-12 1,6E-09 7,3E-02 5,3E-10 4,1E-03
80-90 0 7,2E-13 1,1E-10 1,1E-10 5,6E-15 0 8,1E-06 1,9E-08 7,1E-04 9,8E-13
90-100 0 0 1,9E-04 1,6E-04 5,4E-04 0 1,6E-03 1,2E-12 6,5E-012,2E-16
100-120 1,9E-02 0 1,0E-03 0 0 0 4,2E-03 0 8,9E-04 0
120-140 3,2E-01 0 3,2E-01 0 0 6,0E-13 1,3E-01 0 - 0
140-160 1,5E-03 2,1E-10 3,2E-01 0 4,4E-11 3,6E-08 2,6E-01 0 - 1,1E-16
160-180 8,3E-01 1,9E-04 3,2E-01 3,0E-14 2,7E-08 1,1E-04 1,6E-01 0 3,2E-01 0
180-200 3,3E-01 5,7E-05 3,4E-02 6,3E-13 8,2E-07 3,1E-02 1,6E-01 0 3,8E-03 2,8E-15
200-250 5,0E-01 4,1E-12 8,8E-04 0 0 1,1E-01 6,5E-01 0 1,7E-05 0
250-300 4,0E-01 4,2E-07 5,3E-03 0 3,0E-07 2,5E-01 4,8E-01 02,5E-01 0
300-400 2,5E-02 2,6E-02 3,6E-09 0 1,5E-04 5,0E-05 8,0E-06 0 1,3E-08 0
400-500 1,0E-01 3,1E-05 2,9E-05 0 2,4E-02 2,2E-05 1,1E-01 01,5E-04 0
500-600 3,2E-01 1,3E-14 6,6E-03 03,5E-02 3,5E-02 2,3E-02 0 2,8E-02 0
600-700 - 0 7,5E-03 2,0E-15 5,7E-02 3,4E-03 6,4E-02 0 7,8E-02 0
700-1000 - 0 1,2E-06 0 1,6E-08 3,3E-01 5,0E-07 0 8,2E-06 0

Tableau D.1 – p-valeurs entre les résultats de deux expériences consécutives de la taille de population (GGA - opérateurs sans heuristique sauf UOX).
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CX PMX UPMX PBX UPBX UOX
sp pSR pAES pSR pAES pSR pAES pSR pAES pSR pAES pSR pAES

10-15 2,1E-03 1,5E-01 1,8E-03 2,3E-01 9,5E-03 7,0E-032,9E-02 7,7E-015,7E-02 5,6E-03 1,9E-04 4,0E-01
15-20 1,2E-02 3,8E-01 4,8E-02 1,2E-013,2E-03 1,1E-01 2,1E-03 4,6E-012,3E-02 3,3E-024,2E-01 1,1E-01
20-25 1,8E-01 8,0E-01 7,3E-01 9,3E-016,6E-01 2,4E-029,1E-01 1,4E-011,4E-02 5,2E-012,5E-01 2,2E-01
25-30 2,2E-01 8,3E-02 7,3E-01 1,3E-01 8,4E-02 7,6E-01 4,1E-01 6,5E-01 8,5E-01 6,6E-021,5E-03 9,2E-01
30-40 3,4E-01 7,9E-013,8E-03 5,7E-01 1,4E-02 9,8E-035,7E-02 3,9E-02 1,2E-02 3,1E-027,1E-01 7,2E-01
40-50 1,7E-01 4,0E-01 2,9E-01 6,9E-029,7E-01 2,9E-024,0E-04 5,2E-02 1,8E-02 5,6E-036,8E-01 2,5E-01
50-60 2,2E-02 9,3E-015,5E-04 6,4E-018,2E-01 2,6E-01 8,5E-02 6,4E-011,3E-01 1,2E-036,4E-02 3,7E-01
60-70 8,2E-01 9,8E-01 7,7E-01 2,0E-016,4E-02 7,5E-038,7E-02 4,8E-013,4E-01 8,2E-047,3E-01 6,3E-01
70-80 6,1E-01 6,6E-02 2,8E-01 2,1E-018,8E-04 1,2E-014,4E-01 2,4E-013,5E-02 2,3E-033,2E-01 1,8E-01
80-90 2,0E-01 5,5E-01 7,6E-01 6,8E-011,5E-01 4,0E-025,6E-01 4,5E-01 1,8E-01 5,1E-01 9,1E-02 9,8E-02
90-100 1 8,6E-02 6,3E-01 3,5E-023,1E-01 3,9E-019,6E-03 4,5E-01 3,3E-01 1,3E-032,7E-01 7,2E-01
100-120 6,5E-02 4,5E-011,6E-02 1,3E-013,1E-01 1,7E-032,4E-01 9,5E-018,2E-03 1,8E-031,5E-02 2,1E-01
120-140 4,8E-02 8,2E-014,9E-01 4,7E-01 1,3E-01 3,8E-011,4E-03 8,1E-02 1,8E-02 2,6E-05 1,4E-03 6,6E-03
140-160 7,4E-01 8,4E-01 2,7E-01 6,1E-02 2,0E-01 6,8E-018,9E-01 1,3E-023,9E-01 1,7E-013,8E-01 4,1E-02
160-180 5,7E-01 1,3E-01 6,1E-01 2,3E-01 8,5E-02 2,9E-015,3E-02 1,4E-04 1,8E-06 4,3E-016,8E-02 1,4E-01
180-200 1,7E-01 2,8E-02 1,9E-02 9,9E-015,6E-02 1,1E-017,4E-03 8,2E-037,6E-01 3,5E-01 5,1E-01 1,4E-01
200-250 1,5E-02 2,3E-025,6E-01 2,3E-07 1,3E-03 2,2E-13 5,2E-02 0 1,7E-03 0 1,1E-041,5E-04
250-300 4,3E-01 1,3E-013,9E-02 2,0E-021,1E-02 0 1,8E-04 0 1,0E-01 0 2,5E-04 4,1E-13
300-400 1,6E-04 3,0E-05 9,2E-01 0 1,1E-09 0 1,1E-01 0 1,1E-04 0 2,0E-09 0
400-500 9,6E-03 2,6E-10 1,0E-01 5,1E-13 9,3E-02 0 5,9E-02 01,1E-01 0 3,9E-03 0
500-600 1,5E-01 3,3E-15 1,9E-01 0 6,6E-03 0 3,2E-01 0 1,8E-01 0 2,2E-01 0
600-700 3,3E-02 0 4,0E-02 0 3,2E-01 0 - 0 3,2E-01 0 4,8E-01 0
700-1000 4,6E-03 0 7,0E-03 0 - 0 - 0 - 0 1,5E-02 0

Tableau D.2 – p-values entre les résultats de deux expériences consécutives de la taille de population (SSGA - opérateurs sans heuristique).



D
.5.

TA
B

LE
A

U
X

A
S

S
O

C
IÉ

S
245

DPX SDPX NDPX
sp pSR pARS pSR pARS pSR pARS

10-15 0 0 0 0 0 0
15-20 1,6E-05 0 1 0 3,2E-01 0
20-25 8,0E-04 8,3E-01 3,2E-01 1,5E-08 - 5,6E-12
25-30 2,5E-01 9,9E-02 - 1,2E-01 - 2,4E-01
30-40 4,5E-02 2,7E-03 3,2E-01 0 - 0
40-50 - 8,6E-01 5,6E-01 2,0E-01 1,6E-01 0
50-60 3,2E-01 1,7E-05 5,6E-01 8,3E-11 1 0
60-70 3,2E-01 6,8E-01 5,6E-01 1,2E-01 5,6E-01 0
70-80 - 9,0E-01 6,5E-01 0 1 0
80-90 - 7,2E-02 6,5E-01 1,0E-02 3,2E-01 0
90-100 - 4,9E-05 1 2,0E-04 - 0
100-120 - 7,7E-03 5,6E-01 0 5,1E-15 0
120-140 - 8,6E-01 3,2E-01 0 0 0
140-160 - 1,4E-13 - 0 0 3,4E-12
160-180 - 7,7E-01 3,2E-01 0 0 8,6E-06
180-200 - 2,5E-04 3,2E-01 0 0 6,5E-01
200-250 - 1,7E-06 - 0 0 3,6E-01
250-300 - 2,1E-06 - 0 2,8E-03 5,8E-01
300-400 - 2,4E-06 3,2E-01 08,3E-02 1
400-500 - 1,0E-09 0 0 - -
500-600 - 4,4E-04 0 0 - -
600-700 - 6,1E-08 0 0 - -
700-1000 - 1,1E-07 0 2,5E-07 - -

Tableau D.3 – p-values entre les résultats de deux expériences consécutives de la taille de population (GGA - opérateursavec heuristique gloutonne).
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sp pSR pARS pSR pARS pSR pARS

10-15 - 5,0E-04 8,3E-02 5,0E-01 6,0E-02 1,9E-02
15-20 - 7,9E-03 - 7,1E-03 6,2E-01 2,4E-05
20-25 - 0 - 6,3E-13 6,2E-01 0
25-30 - 3,4E-14 3,2E-01 0 3,6E-01 0
30-40 - 0 3,2E-01 0 1 0
40-50 - 0 - 0 7,1E-01 0
50-60 - 0 - 0 6,5E-01 0
60-70 - 0 - 0 6,5E-01 0
70-80 - 0 - 0 7,1E-01 0
80-90 - 0 - 6,1E-05 7,1E-01 0
90-100 - 5,3E-14 - 0 6,5E-01 0
100-120 - 0 - 0 5,6E-01 0
120-140 - 0 - 0 1 0
140-160 - 0 - 0 5,6E-01 0
160-180 - 4,6E-12 - 0 1 0
180-200 - 1,7E-08 - 0 1,6E-01 0
200-250 - 0 - 0 1,6E-01 0
250-300 - 3,3E-14 - 0 5,6E-01 0
300-400 - 4,2E-06 - 0 1 0
400-500 - 1,1E-02 - 0 3,2E-01 0
500-600 - 2,3E-02 - 0 1,6E-01 0
600-700 - 7,5E-01 - 0 1,2E-04 0
700-1000 - 7,5E-01 0 0 0 0

Tableau D.4 – p-values entre les résultats de deux expériences consécutives de la taille de population (SSGA - opérateurs avec heuristique gloutonne).
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CX PMX UPMX PBX UPBX UOX

pc pSR pAES pSR pAES pSR pAES pSR pAES pSR pAES pSR pAES

0,1-0,2 0 6,1E-01 8,5E-01 1,1E-044,5E-01 2,1E-01 4,4E-01 8,2E-016,6E-01 4,1E-025,2E-05 1,0E-01

0,2-0,3 0 0 4,2E-01 2,9E-023,5E-01 1,2E-017,6E-01 6,3E-043,2E-01 1,9E-021,5E-09 5,8E-02

0,3-0,4 8,4E-01 02,4E-01 1,1E-01 4,0E-01 3,3E-013,6E-01 3,1E-048,1E-01 9,8E-017,7E-13 3,9E-01

0,4-0,5 4,8E-01 0 6,7E-02 1,4E-03 1 2,2E-01 1,9E-01 3,1E-06 1,0E-01 1,9E-04 0 4,1E-01

0,5-0,6 3,9E-02 0 2,7E-02 2,0E-07 1,1E-03 7,8E-04 1,6E-14 01,5E-05 1,0E-07 2,5E-11 7,9E-01

0,6-0,7 5,6E-02 0 1,1E-09 7,3E-10 0 0 0 0 3,0E-12 1,6E-13 0 0

0,7-0,8 5,1E-01 0 0 1,0E-12 0 0 0 7,6E-08 0 0 0 8,6E-01

0,8-0,85 1,5E-02 2,8E-13 4,6E-15 6,8E-02 0 0 1,5E-03 1,6E-01 1,1E-16 1,1E-161,3E-01 6,8E-01

0,85-0,9 6,4E-01 7,8E-05 3,3E-16 1,6E-07 0 0 1,5E-07 4,4E-06 2,5E-06 4,4E-03 4,6E-03 1

0,9-0,95 2,1E-02 2,8E-07 1,1E-14 7,4E-08 0 7,4E-02 2,3E-021,1E-15 1,2E-13 1,0E-02 - -

0,95-0,96 9,5E-02 3,0E-038,1E-01 3,1E-011,4E-02 3,0E-014,6E-01 5,3E-01 2,7E-01 3,9E-01 - -

0,96-0,97 6,2E-01 8,2E-01 4,4E-01 1,6E-013,7E-03 5,2E-015,9E-02 1,0E-011,2E-02 8,5E-01 - -

0,97-0,98 6,2E-01 5,8E-011,6E-01 1,3E-023,5E-03 5,9E-01 4,8E-01 1,4E-03 1 1,2E-01 - -

0,98-0,99 1 3,5E-036,5E-01 9,7E-012,2E-03 7,9E-017,1E-01 2,2E-02 6,7E-02 4,3E-02 - -

Tableau D.5 – p-values entre les résultats de deux expériences consécutives de la probabilité de croisement (GGA - opérateurs sans heuristique).
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CX PMX UPMX PBX UPBX UOX

pm pSR pAES pSR pAES pSR pAES pSR pAES pSR pAES pSR pAES

0,001-0,01 0 1 0 1,3E-07 0 4,0E-01 0 6,0E-04 0 1,1E-01 0 1

0,01-0,05 7,2E-03 0 7,9E-02 0 1,8E-14 0 8,3E-02 0 2,7E-04 0 8,0E-11 0

0,05-0,06 9,7E-01 8,0E-11 5,1E-01 1,5E-074,9E-01 1,3E-015,2E-01 3,6E-08 1,7E-01 1,3E-037,5E-01 1,2E-02

0,06-0,07 2,4E-01 1,5E-04 6,1E-01 7,2E-078,9E-01 5,4E-014,8E-01 1,3E-055,0E-01 1,8E-014,0E-07 9,9E-01

0,07-0,08 5,8E-01 2,7E-05 2,0E-01 1,7E-04 2,5E-03 3,4E-016,3E-01 5,0E-049,4E-01 2,5E-02 1,1E-02 5,3E-01

0,08-0,09 2,0E-01 6,1E-041,9E-01 1,3E-02 4,2E-01 3,0E-028,5E-01 5,4E-01 5,0E-01 1,6E-01 0 7,4E-02

0,09-0,1 1,5E-03 3,8E-02 5,9E-02 6,7E-036,3E-01 2,8E-015,6E-01 3,7E-022,3E-01 7,3E-011,5E-10 7,7E-02

0,1-0,11 5,1E-02 6,2E-04 6,4E-02 7,5E-035,5E-01 6,2E-02 6,9E-01 5,1E-02 6,8E-01 6,9E-01 0 8,9E-01

0,11-0,12 4,1E-01 2,1E-013,3E-01 8,5E-035,6E-02 3,4E-02 3,1E-01 3,2E-021,0E-01 3,4E-012,9E-14 1,9E-01

0,12-0,13 8,6E-01 6,0E-044,7E-01 2,7E-019,0E-01 4,7E-039,8E-02 2,7E-027,5E-02 6,8E-015,8E-14 6,8E-05

0,13-0,14 5,1E-01 7,8E-01 2,9E-01 8,3E-025,5E-01 4,3E-037,8E-01 2,3E-01 6,7E-01 4,6E-011,7E-03 5,1E-01

0,14-0,15 8,5E-02 1,3E-01 1,2E-01 8,9E-028,2E-01 1,2E-042,6E-01 2,7E-012,8E-02 6,1E-01 7,1E-01 1,3E-02

0,15-0,2 3,6E-01 6,4E-08 9,8E-03 5,6E-06 0 0 7,1E-06 8,0E-01 2,2E-03 1,0E-09 0 1

0,2-0,25 1,6E-02 6,3E-04 6,2E-05 5,9E-04 0 0 3,5E-05 1,0E-14 1,5E-03 0 - -

0,25-0,3 8,0E-02 2,4E-022,8E-09 1,1E-02 0 2,9E-12 9,6E-09 0 - 0 - -

0,3-0,4 3,1E-05 6,5E-01 0 0 0 1 2,5E-01 0 0 0 - -

0,4-0,5 6,5E-10 5,0E-06 0 0 - - 0 0 0 1 - -

0,5-0,6 1,6E-10 2,2E-02 0 1 - - 1,5E-14 1 - - - -

0,6-0,7 7,1E-12 0 - - - - - - - - - -

Tableau D.6 – p-values entre les résultats de deux expériences consécutives de la probabilité de mutation (GGA - opérateurs sans heuristique).
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CX PMX UPMX PBX UPBX UOX

pm pSR pAES pSR pAES pSR pAES pSR pAES pSR pAES pSR pAES

0,001-0,01 0 0 1,4E-15 1,0E-031,5E-02 4,4E-016,8E-03 5,3E-01 3,8E-04 9,5E-01 0 7,3E-01

0,01-0,05 1,6E-01 0 1,1E-02 5,1E-043,4E-02 8,8E-025,5E-01 5,6E-017,8E-01 1,2E-031,2E-02 2,2E-02

0,05-0,06 8,8E-01 06,5E-01 9,9E-014,6E-02 8,1E-015,2E-01 7,3E-01 7,8E-01 6,0E-01 7,8E-01 4,1E-01

0,06-0,07 6,4E-01 1,6E-076,8E-01 7,8E-018,6E-01 3,1E-028,9E-01 9,1E-01 1 2,0E-01 2,7E-01 1

0,07-0,08 4,3E-01 1,8E-10 1 6,8E-01 9,1E-02 8,0E-01 5,7E-01 7,1E-01 7,6E-01 9,8E-014,3E-03 3,1E-01

0,08-0,09 8,7E-01 2,4E-045,2E-01 9,8E-01 3,0E-01 4,6E-01 1 4,1E-01 5,6E-01 2,0E-01 7,7E-02 1,4E-01

0,09-0,1 7,4E-01 1,0E-049,4E-02 4,4E-01 5,4E-01 3,8E-01 4,8E-01 8,8E-01 5,6E-01 1 7,7E-01 8,4E-01

0,1-0,11 1 1,1E-02 7,1E-01 1 7,7E-01 2,1E-01 4,8E-01 1,0E-01 7,6E-01 8,4E-01 7,7E-01 2,4E-01

0,11-0,12 2,1E-01 1,9E-039,5E-01 6,0E-01 3,3E-01 4,9E-01 7,6E-01 6,4E-01 2,2E-01 6,6E-02 7,1E-01 4,6E-01

0,12-0,13 2,1E-01 8,2E-02 2,8E-01 9,8E-01 6,8E-02 3,9E-01 7,6E-01 3,6E-01 6,5E-01 9,8E-01 7,2E-01 1,1E-01

0,13-0,14 7,2E-01 2,8E-051,9E-02 1,3E-026,8E-01 4,4E-01 6,7E-01 8,3E-01 8,3E-02 3,1E-01 3,0E-01 3,5E-01

0,14-0,15 2,5E-01 2,9E-02 2,2E-02 2,7E-016,6E-01 3,2E-01 6,7E-01 5,6E-027,1E-01 6,0E-033,9E-01 7,3E-01

0,15-0,2 4,2E-01 02,1E-01 4,4E-017,6E-01 1,5E-03 1 5,1E-01 4,1E-01 5,5E-026,6E-01 2,4E-02

0,2-0,25 6,2E-01 5,9E-119,5E-01 1,5E-018,7E-01 6,8E-03 8,8E-01 5,8E-04 9,5E-02 5,9E-068,0E-01 4,8E-02

0,25-0,3 5,0E-01 1,3E-03 5,3E-01 9,8E-04 9,3E-02 1,1E-04 2,7E-01 1,8E-037,8E-01 1,4E-015,5E-01 2,1E-02

0,3-0,4 1 1,8E-06 8,5E-01 4,5E-04 3,2E-01 3,9E-14 1 3,0E-085,3E-01 0 2,7E-01 1,6E-14

0,4-0,5 6,1E-01 2,7E-016,0E-01 3,8E-11 8,5E-01 0 8,7E-01 6,2E-15 4,5E-02 0 1,5E-01 0

0,5-0,6 4,9E-01 7,2E-06 2,4E-01 0 8,5E-01 0 3,7E-01 0 1,6E-01 0 9,4E-01 0

0,6-0,7 1,4E-01 0 1,8E-01 0 6,8E-01 0 2,9E-02 0 1 0 4,3E-01 0

Tableau D.7 – p-values entre les résultats de deux expériences consécutives de la probabilité de mutation (SSGA - opérateurs sans heuristique).
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pm pSR pARS pSR pARS pSR pARS

0,001-0,01 0 0 0 1 0 1

0,01-0,05 - 0 2,4E-01 0 4,1E-04 0

0,05-0,06 - 1,5E-07 5,1E-01 0 1 0

0,06-0,07 3,2E-01 4,8E-11 1,0E-01 0 3,5E-01 0

0,07-0,08 3,2E-01 6,0E-03 5,0E-01 0 2,3E-01 3,7E-13

0,08-0,09 - 1,6E-02 7,8E-01 4,1E-15 7,4E-01 6,3E-11

0,09-0,1 - 4,6E-06 7,9E-01 5,0E-13 8,9E-01 1,2E-08

0,1-0,11 - 9,4E-01 2,7E-01 4,2E-08 8,4E-01 5,3E-06

0,11-0,12 3,2E-01 2,6E-01 1,0E-01 9,3E-06 9,8E-02 6,4E-07

0,12-0,13 3,2E-01 2,7E-05 8,9E-01 7,6E-07 4,0E-01 8,8E-04

0,13-0,14 3,2E-01 3,2E-01 7,8E-01 1,6E-04 3,6E-01 2,8E-05

0,14-0,15 3,2E-01 5,9E-01 6,9E-01 5,3E-04 6,2E-01 2,5E-03

0,15-0,2 - 5,0E-06 5,6E-02 0 4,3E-02 0

0,2-0,25 3,2E-01 6,9E-02 1,8E-01 1,6E-05 2,0E-11 1,4E-03

0,25-0,3 3,2E-01 1,7E-04 1,5E-03 4,4E-16 6,1E-05 0

0,3-0,4 - 0 0 1 0 1

0,4-0,5 0 1,4E-14 - - - -

0,5-0,6 2,1E-01 6,3E-01 - - - -

0,6-0,7 0 0 - - - -

Tableau D.8 – p-values entre les résultats de deux expériences consécutives de la probabilité de mutation (GGA - opérateurs avec heuristique glou-

tonne).
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DPX SDPX NDPX

pm pSR pARS pSR pARS pSR pARS

0,001-0,01 0 5,4E-02 0 0 0 0

0,01-0,05 4,5E-02 4,7E-03 1 0 6,8E-03 0

0,05-0,06 - 1,6E-02 3,2E-01 5,5E-11 4,9E-01 1,7E-06

0,06-0,07 - 5,0E-01 - 4,4E-04 8,3E-01 6,3E-04

0,07-0,08 - 6,6E-02 - 2,8E-03 8,3E-01 9,0E-06

0,08-0,09 - 7,9E-01 - 1,5E-03 1,3E-01 7,7E-01

0,09-0,1 - 2,4E-01 - 3,0E-05 2,8E-01 3,2E-02

0,1-0,11 - 5,7E-01 3,2E-01 5,6E-02 6,2E-01 9,4E-03

0,11-0,12 - 5,6E-01 3,2E-01 4,2E-02 3,6E-01 1,8E-01

0,12-0,13 - 6,6E-01 - 8,4E-01 5,3E-01 1,7E-01

0,13-0,14 - 5,6E-02 - 4,1E-01 1 2,1E-01

0,14-0,15 - 1,2E-01 - 2,4E-01 5,9E-01 1,2E-02

0,15-0,2 - 1,1E-01 - 4,5E-09 4,9E-01 1,0E-07

0,2-0,25 - 1,4E-01 - 4,4E-07 8,3E-01 6,2E-01

0,25-0,3 - 1,6E-01 3,2E-01 8,3E-01 8,3E-01 9,2E-02

0,3-0,4 - 9,1E-04 3,2E-01 6,4E-01 3,4E-01 2,4E-02

0,4-0,5 - 1,4E-03 3,2E-01 4,0E-04 2,5E-01 3,5E-08

0,5-0,6 - 1,4E-10 1 1,2E-15 3,7E-01 6,0E-12

0,6-0,7 - 0 1 0 5,9E-01 8,5E-14

Tableau D.9 – p-values entre les résultats de deux expériences consécutives de la probabilité de mutation (SSGA - opérateurs avec heuristique

gloutonne).
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PMX

pm pSR pAES

0,35-0,36 6,3E-01 9,2E-04

0,36-0,37 1,9E-04 1,3E-05

0,37-0,38 1,4E-02 1,3E-02

0,38-0,39 7,6E-02 4,8E-06

0,39-0,40 7,0E-02 1,9E-03

0,40-0,41 4,1E-01 4,2E-06

0,41-0,42 1,6E-01 4,0E-07

0,42-0,43 - 8,7E-07

0,43-0,44 - 2,1E-08

0,44-0,45 4,5E-02 3,8E-12

Tableau D.10 – p-valeurs entre les expériences détaillées de la probabilité de mutation (GGA-PMX,

Fig. 3.3).

UPMX

pc pSR pAES

0,75-0,76 3,2E-03 9,9E-01

0,76-0,77 7,7E-06 1,4E-03

0,77-0,78 2,6E-05 4,8E-02

0,78-0,79 6,4E-04 4,7E-08

0,79-0,8 1,3E-04 0

0,8-0,81 1 1,2E-01

0,81-0,82 3,4E-01 9,5E-15

0,82-0,83 5,5E-05 6,4E-10

0,83-0,84 8,3E-08 3,0E-11

0,84-0,85 1,5E-12 3,5E-05

Tableau D.11 – p-valeurs entre les expériences détaillées de la probabilité de croisement (GGA-

UPMX, Fig. 3.4).
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UOX pc = 0, 6 UOX 4 individus sans croisement

sp pSR pAES pSR pAES

8-9 6,5E-01 1,2E-06 6,5E-01 1,2E-06

9-10 3,2E-01 7,7E-01 3,2E-01 7,7E-01

10-11 0 7,7E-02 1,1E-01 2,0E-01

11-12 3,0E-04 7,3E-01 6,9E-02 4,5E-03

12-13 0 9,3E-01 2,2E-03 1,3E-03

13-14 2,9E-01 5,3E-01 1,1E-05 4,5E-03

14-15 1,7E-01 1,6E-01 7,6E-06 2,9E-04

15-16 0 1,9E-06 4,0E-04 4,1E-01

16-17 7,1E-01 4,1E-01 4,3E-11 1,9E-02

17-18 6,9E-05 1,3E-04 5,2E-04 2,2E-01

18-19 6,7E-01 5,5E-01 5,8E-08 7,9E-01

19-20 7,6E-01 8,8E-02 1,3E-07 9,2E-02

Tableau D.12 – p-valeurs entre les expériences détaillées de la taille de population (GGA-UOX,

Figs. 3.8, 3.9).

UOX

pm pSR pAES

0,1-0,11 0 4,1E-02

0,11-0,12 3,2E-12 8,6E-01

0,12-0,13 2,1E-13 4,7E-07

0,13-0,14 1,5E-03 5,2E-01

0,14-0,15 7,8E-01 1,2E-04

0,15-0,16 9,7E-11 0

0,16-0,17 0 0

0,17-0,18 0 2,2E-01

0,18-0,19 5,6E-16 8,1E-02

0,19-0,2 1,6E-01 1

Tableau D.13 – p-valeurs entre les expériences détaillées de la probabilité de mutation (GGA-UOX,

Fig. 3.8).
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DPX SDPX NDPX

pc pARS pARS pARS

0,15-0,20 8,98E-05 0 2,23E-02

0,20-0,25 1,94E-01 5,98E-01 0

0,25-0,30 5,48E-01 5,46E-03 1,62E-01

0,30-0,35 4,54E-01 9,30E-07 7,35E-03

0,35-0,40 8,34E-01 0 0

0,40-0,45 9,76E-01 0 0

Tableau D.14 – p-valeurs entre les valeurs consécutives de croisement pour les opérateurs *DPX

(Figs. 3.10, 3.12, 3.13).

pc sp pARS

0,15 70 6,96E-03

0,20 60 1,94E-01

0,25 50 1

0,30 50 5,48E-01

0,35 40 8,81E-01

0,40 30 9,53E-01

0,45 25 9,40E-01

Tableau D.15 – p-valeurs par rapport à la troisième ligne - pas de signifiance (GGA-DPX, Fig. 3.10).

Opérateur pSR pAES pSR pARS

CX 6,0E-02 0 6,0E-02 3,6E-03

PMX 0 0 0 0

UPMX 8,0E-01 0 8,0E-01 0

PBX 9,0E-03 0 9,0E-03 0

UPBX 4,4E-01 0 4,4E-01 0

UOX 2,9E-13 0 2,9E-13 0

DPX - 0 - 0

SDPX - 0 - 0

NDPX 4,6E-03 0 4,6E-03 0

Tableau D.16 – p-valeurs entre les résultats obtenus par le GGA par rapport au SSGA pour chaque

opérateur.
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Paramètre Taille 20 Taille 30 Taille 40

5-7,5 3,2E-01 9,9E-12 9,7E-02 0 1,2E-06 4,5E-01

7,5-10 2,0E-01 6,3E-01 3,2E-03 7,0E-02 1,7E-06 3,1E-05

10-12,5 4,8E-01 1,0E-01 3,3E-02 1,6E-02 1,5E-09 7,8E-07

12,5-15 8,3E-02 1,2E-12 6,6E-03 1,5E-06 3,0E-04 9,0E-01

15-17,5 - 1,9E-15 3,2E-01 0 - 0

17,5-20 - 0 - 0 - 0

20-22,5 - 0 - 0 0 0

22,5-25 - 0 - 0 0 1

25-27,5 - 0 0 0 - -

27,5-30 - 0 0 1 - -

30-32,5 - 0 - - - -

32,5-35 1,1E-16 0 - - - -

35-37,5 0 3,4E-10 - - - -

37,5-40 1,1E-10 1 - - - -

Tableau D.17 – p-valeurs entre les valeurs consécutives du paramètre de la mutationscramble(uni-

forme, GGA-CX).

Paramètre Taille 20 Taille 30 Taille 40

5-7,5 - 1,7E-06 - 3,0E-01 - 5,8E-02

7,5-10 - 7,7E-01 - 1,0E-03 - 2,1E-04

10-12,5 - 5,4E-08 - 1,4E-02 - 1,2E-02

12,5-15 - 3,3E-01 - 2,3E-01 - 6,0E-02

15-17,5 - 7,6E-06 - 8,8E-01 - 8,6E-03

17,5-20 - 1,9E-01 - 2,3E-02 2,7E-03 2,4E-02

20-22,5 - 1,2E-01 - 2,4E-01 8,7E-10 3,6E-02

22,5-25 - 1,4E-01 - 1,3E-03 4,8E-08 2,9E-02

25-27,5 - 1,5E-01 8,3E-02 4,8E-01 9,1E-08 7,1E-01

27,5-30 - 7,3E-03 7,5E-03 1,1E-03 2,4E-05 4,1E-04

30-32,5 - 4,8E-01 1,6E-04 6,3E-02 6,0E-02 4,6E-01

32,5-35 - 3,0E-01 3,0E-10 2,0E-01 2,5E-05 1,5E-02

35-37,5 - 9,1E-04 1,4E-03 2,8E-02 4,5E-04 1,6E-02

37,5-40 - 1,2E-01 1,2E-05 2,4E-02 4,1E-01 7,0E-02

Tableau D.18 – p-valeurs entre les valeurs consécutives du paramètre de la mutationscramble(uni-

forme, SSGA-DPX).
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GGA-CX SSGA-DPX

Paramètre pSR pAES pSR pARS

5 0 0 - 6,4E-02

7,5 0 1,4E-15 - 4,2E-05

10 2,8E-12 2,9E-03 - 8,9E-16

12,5 1,8E-01 6,0E-03 - 0

15 8,1E-03 1,3E-03 - 0

17,5 8,1E-03 0 - 0

20 8,1E-03 0 2,7E-03 0

22,5 0 0 8,8E-15 0

25 0 1 0 0

27,5 0 1 0 0

30 0 1 0 7,8E-16

32,5 0 1 0 4,1E-12

35 0 1 0 1,1E-04

37,5 0 1 0 4,2E-01

40 0 1 0 1,3E-01

Tableau D.19 – Comparaison entre la mutation d’échange et lamutationscrambleavec tous les

paramètres.



Annexe E

Note sur la représentation binaire des

nombres réels

Le problème de l’appariement inexact de graphes nécessite la minimisation d’une distance. En

raison du bruit inhérent, nous avons besoin d’utiliser des nombres réels. La représentation en bi-

naire de ceux-ci pour la grande majorité d’architectures d’aujourd’hui suit le standard IEEE 754

pour l’arithmétique à virgule flottante (IEEE754, 2008). Bien que la question de l’arithmétique

des nombres réels soit rarement posée, elle présente des particularités inhérentes qui méritent et

nécessitent leur examen (Goldberg, 1991a). En effet, il se pourrait que l’exactitude du calcul soit

affectée si l’on traite des nombres réels comme des entiers.Les erreurs sont souvent dues à l’étape

d’arrondi, ou à des valeurs particulières comme l’infini, +/- 0, ou le conceptNot-a-Number, NaN.

Une représentation binaire de longueur fixe distincte pour chaque nombre est impossible, même en

appliquant des bornes comme pour les entiers, car les nombres réels sont un corps archimédien.

Il existe toujours une valeur intermédiaire entre deux nombres donnés. Par conséquence, les va-

leurs binaires sont arrondies. Ainsi pour la valeur 0,2, la représentation en 32 bit en arrondissant

avec la méthoderound-to-nearest-valuede l’IEEE-754 a 0 pour signe, 01111100 pour exposant et

110011001100110011001101 pour mantisse16.

Ceci représente une valeur proche de 0,2 mais non la valeur 0,2 exacte qui nécessiterait une

longueur infinie de successions de 1100. La différence est assez petite (dans ce cas elle vaut environ

3E-9), et dans un même logiciel, sur la même machine, les valeurs sont arrondies exactement de la

même façon. Par conséquent, cela ne devrait pas poser problème.

Cependant, ces différences peuvent se renforcer au fur et à mesure après l’application des opé-

rations arithmétiques. Ainsi, considérons la fonction d’évaluationf(~x) qui évalue un chromosome.

Quand nous appliquons la recherche locale nous obtenons un individu ~y qui est très proche de~x.

16. Ce calcul a été effectué en utilisant la page web intitulée IEEE-754 Floating-Point Conversion

http://babbage.cs.qc.edu/IEEE-754/Decimal.html).
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Nous connaissons aussi la valeur d’amélioration de lafitness(∆f (~x, ~y)) par la recherche locale. En

théorie, nous pouvons utiliser l’égalitéf(~y) = f(~x) + ∆f (~x, ~y) pour remplacer l’évaluation de

l’individu ~y qui est très coûteuse, par l’addition de deux valeurs connues. Néanmoins il s’avère que

cette égalité n’est pas respectée dans la représentation binaire. Sur des graphes de taille 40, nous

observons par exemple des différences de l’ordre de3 × 10−4 ensingleprécision et5 × 10−13 en

doubleprécision. De fait, tous les opérateurs de comparaison (==,>,<,etc.) ne peuvent pas fonction-

ner de manière habituelle. Une approche simple à utiliser etefficace que nous avons adoptée est de

fixer un seuil de tolérance. Elle se montre assez robuste durant nos expérimentations. Toutefois, il

faut être conscient que cette méthode présente certains inconvénients quand elle est appliquée à des

valeurs particulières ou de grande variabilité.

Une discussion de méthodes plus robustes encore et incluantles nouvelles valeurs particulières

de la norme IEEE754-2008 est proposée par Dawson (2008).

La norme IEEE754 définit des représentations classiques de nombres réels par trois entiers si-

gnificatifs : le signe, la mantisse et l’exposant. Il existe plusieurs niveaux de précision, avec des

longueurs différentes de la séquence de bits. En général, sont observés deux effets : plus la séquence

utilisée est longue, plus les calculs sont fiables, c’est-à-dire représentent une faible déviation de la

valeur théorique. Toutefois, une séquence plus longue nécessite plus de ressources et mène ainsi à

des temps d’exécution plus longs. La question est alors de savoir s’il existe un choix optimal pour

toutes les applications ?

Selon la norme mentionnée ci-dessus, la longueur peut varier entre 32 bits (single précision)

et 80 bits (doubleprécision étendue), voire 128 bits (quadrupleprécision) depuis la mise à jour en

2008. La version initiale de la norme prévoit la base 2 uniquement, dans la version actuelle on trouve

aussi des représentations utilisant la base 10.Singleet double(64 bits) précisions sont les formats

classiques dans des langages de programmation de haut niveau. En Java, ils correspondent aux types

primitifs float et doublerespectivement. De nos jours, l’architecture des ordinateurs est en train de

changer vers des système 64 bits, notamment le x86-64 : les registres, le bus d’adressage et les bus

mémoire peuvent tous contenir 64 bits au lieu de 32 auparavant. Une valeur double rentre donc aussi

facilement qu’un single sur des systèmes 32 bits. Quant aux unités d’arithmétique à virgule flottante

(FPU), elles utilisent déjà des registres d’au moins 80 bitsdepuis le Pentium Pro en 1995. Une perte

de performance est néanmoins possible due aux accès aux données (transferts cache par exemple)

sur les machines 32 bits. Sur les architectures à 64 bits, lesdoublesprécisions sont naturelles et plus

précises. Nous n’avons pas observé de perte de vitesse en utilisant la double précision.

Néanmoins, l’utilisation dusinglepeut offrir quelques avantages dans des cas spécifiques. Lorsque

l’on est confronté à une grande quantité de valeurs à stockeren mémoire/cache, on peut en stocker

deux fois plus. Avec deux fois plus de valeurs dans le cache, le temps d’accès à la mémoire est réduit.

Les processeurs actuels peuvent exécuter des opérations SIMD (single instruction multiple data) sur

des registres de 128 bits qui peuvent contenir par exemple soit deux valeurs endoubleprécision soit
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quatre ensingleprécision. Afin d’exploiter ces fonctions il est nécessaired’optimiser le code pour

avoir plusieurs opérations du même genre à effectuer en mêmetemps et choisir un compilateur/une

machine virtuelle qui les transmette sous la forme d’une commande SIMD.


